Ultima actualizacion: 1 de junio de 2022

Clase 36

Proposicién 1 Sean U C R", 7y € U, r > 0 tal que B.(Zp) CU y f : U — R una funcion. Si

fl (T) existe para cada T € By (Tg)

ox

1
es derivable en Ty.

Y O es continua en T, para cada i € {1,...,n}, entonces f
(2

Observacion 2 Sean = {ey,..., ey} una base ortonormal de R", U CR", Zpc U y f: U — R
una funcion expresada en términos de las coordenadas (1, ..., xy,) determinadas por la base [3. Si

: _ _ of _ of
f es deriwable en To, entonces V f(To) = <8J{1(x0), s 35[3{1(%)) .

Una consecuencia de esta observacion es que podemos usar (cuando f es derivable en Zj) el gradiente
de f en Ty para representar a D f(Ty), es decir, Df(Zy)(Z) = V f(To) - T, para cada T € R".

En esta sesién estudiaremos el comportamiento entre las operaciones que podemos llevar a cabo
con funciones y la derivabilidad de estas.

Aritmética de derivadas

Proposicién 3 Sean U CR", 7o € U y f,g: U — R dos funciones. Si f y g son derivables en
To, entonces:

(1) f+ g es derivable en To y

D(f + 9)(To) = Df(Zo) + Dg(Zo)
(2) Si A€ R, \f es derivable en Ty y
D(Af)(o) = AD f(Zo)

(3) fg es derivable y
D(fg)(o) = g(@o)Df(To) + f (o) Dg(To)

(4) si g(To) #0, f/g es derivable en Ty y

(To) D f(To) + f(To)Dg(Zo)

D(f/9)(@0) = * )




Demostracién. Como seguramente ya esperaban, solo haremos un inciso, el (3), y los demas se
quedan de “tarea”.
Debemos demostrar que

Lo (F9)(®) — [(9(70) D (30) + £ (o) Dy (o) (¥ = To) + (9) (7o)

—— =0.
T—To |z — Zo|

Para ello notemos que

(f9)(@) — [(9(Zo) D f(To) + f(To)Dg(Zo)) (T — To) + (f9)(To)] =
= (f9)(@) — (f9)(@o) — [(9(z0) D f(T0) + f(T0)Dg(To)) (T — To)]
= (f9)(@) — f(2)9(Zo) + f(T)g(Zo) — (f9)(To) — [(9(Fo) D f(Zo) + f(ZTo)Dg(Zo)) (T — To)]
= (@) [9() — 9(To)] + 9(Zo) [f(Z) — f(To)] — [(9(F0) D f(To) + f(To)Dg(ZTo)) (T — Zo)]
= f(@) [9(Z) — 9(0)] + 9(z0) [f (@) — [(T0)] — f(T)Dg(@0)(@ — Zo)
+ f(®)Dg(Z0)(T — To) — [(9(To) D f(To) + f(Zo)Dg(To)) (T — To)]
= f(@) [9(F) — g(Fo) — Dg(To)(T — Zo)| + [f(Z) — f(To)] Dg(To)(T — To)
+9(Zo) [f(T) — f(Zo) — Df(To)(T — To)]

Asi, para T # Tg, se tiene que

(f9)(@) — [(9(z0) D f(z0) + f(To) Dg(T0)) (T — To) + (f9)(T0)] _ f@g(f} - g(fo): Dyg(7o)(z — To)

[z — ol

@)~ flaw)) 2L )

f(@) = f(@o) — Df(To)(T — fo)_

+ot 7ol

Ahora, como f y g son derivables en T, entonces son continuas en Zp y por lo tanto

lim f(z)g(f) — 9(To) — Dg(To)(T —To) _ ( lm f(x)> ( i 9@ = 9(T0) — Dy(To)(T — x0)>

T—To |z — Zo| T—To T—To |z — Zol|
= f(0)(0)
=0
y
Jim g(zo) f(@) - f(fo)i— lzf(fo)(f —To) _ 4(70) lim f(@) - f(fo)i— lzf(fo)(f — o)
F—70 1z — Zo| T—To 17— Zo|
9(To)(0
=0.
Solo resta demostrar que
i [7(2) — f(mo)) LT g




Pero recuerde que Dg(7Zo) es una funcién lineal, asi que existe M > 0 tal que |Dg(Zo)(T)| < M||Z||
para todo T € R". Por lo que,

Dg(To)(T — %)
1z — o

0 < |[f(®) - f(Zo)] < M[f(@) - f(To)]

y de aqui que

=0.

lim [7(7) — J (7o) 2T~ 0

T—T0 |z — Zo|
Concluimos que

i (f9)(@) — [(9(To) D f(To) + f(To)Dg(Zo)) (T — To) + (fg)(To)]

TTo |z — Zo|

=0,

es decir, fg es derivable en To y D(fg)(Zo) = g(To)D f(To) + f(To)Dg(Tp). m

Continuaremos enunciando y demostrando las dos posibles reglas de la cadena que tenemos,
pues es posible componer por la izquierda con funciones de R en R y por la derecha con funciones
de R en R"™.

Proposicién 4 Sean U C R", 7y € U, f : U — R wuna funcion tal que f(U) C (a,b) y g :
(a,b) — R. Si f es derivable en Tg y g es derivable en f(Ty), entonces go f es derivable en Ty y
D(g o f)(To) = ¢ (f(T0)) D f(To)

Demostracién. Debemos demostrar que

(99 1)@ — (g0 £)(@0) — ¢’ ((To)) Df (F) (7 — To)

—— =0
T |z — Tol|

y para ello consideraremos un par de funciones auxiliares que construiremos a continuacién. Sea
k:U — R dada por k(z) = f(Z) — f(ZTp). Como f es derivable en T, entonces es continua en Ty
y asi

lim k(z) = lim f(Z) — f(Zo) =

T—T0 T—To

Ahora, note que si T € U es tal que k(T) # 0, entonces

(g0 f)@) = (g0 f)@o) = g (f(@)) — g (f(Z0))

_ 9 (f(@o) + k(7)) — g(f(fo))k(ﬂ

k()
_ 9(f(@0) + k(@) — 9 (f(70)) (F@) — f(70))

k(T)
- gUZ)+ k,{(;(iz; — 9 U/T0)) (f(@) = f(o) — D f(@o) (T —To) + D f (o) (T — Zo))
= SV ME) =9 UG (1(2) — (@) - D1(e0) (7 - 7o)

k(z)
L 9(@) + k@) — g (f(EO))Df(fo)(f _3)

)

T
—~
&



y de aqui que

Por lo tanto,
(90 f)@) = (go [)@o) — g’ (f(Z0)) D f(To)(T — To)
[z — Zo|

_ 9(f (@) +k(T)) — 9 (f(T0)) (f(fv) — f(@o) = Df (o) (T — 360))

1z — o

= - (r(aoy) PLENEZ T,

De esta manera, tomando el limite cuando T tiende a Ty, obtendriamos el resultado, pero el problema
es que lo anterior es posible solo si k(Z) # 0. Consideremos entonces la funcién ¢ : U — R dada
por

_ — — st f(x) — f(x 0
N R (e T I
g9 (f(@o)) si f(x) — f(To) = 0.
(Si, ¢ es continua en Tp, lo demostraron en la Ayudantia 27)
Note que para todo T € U \ {To}, se tiene que

{ 9(f(@)) — 9(f(@0))

(g0 )@) = (g0 f)@o) — g’ (f (o)) Df (@) (T —To) _ () <f(x) — f(To) - Df(ﬂfo)(ﬂf-@’o))
[z — Zoll [z — ol
Df(@o)(@ — Zo)
[z —Zof

+ (¢(@) — ¢ (f(Z0)))

(go [)(@) —(go f)(@o) — g (f(Fo)) D f(To)(T — To)

lim =

T 1z — |
— 1tm | (&) = 1@) = Df(o) (@ — 7o) o () P ()@ — To)
= lim {%0( )( 1z — ol > + (¢(T) — ¢ (f(T0))) T
= Jim ot (HOIERBIIIE ) i (o) — g (t0) PHEIE
T—7To ”f — EO” T—To HE — fo”

= ¢(To)(0) + lim (¢(z) — ¢ (f(Z0))) Df(Zo)(T — To)

TTo |z — Zol|

=0



Note que en el tltimo limite usamos que ¢ es continua en g y que que existe M > 0 tal que
|Dg(Zo)(Z)| < M||Z|| para todo T € R". m

Demostraremos ahora la regla de la cadena para la composicion por la derecha. Es necesario aclarar
que ocuparemos el vector gradiente para representar a la derivada.

Proposicién 5 Sean U C R", 7y € U, f : U — R, (a,b) C R, ty € (a,b) y v : (a,b) — R"
tal que y(a,b) C U y y(to) = To. Si f es derivable en Ty y v es derivable en ty, entonces f o~y es
derivable en ty y

(f o) (to) = V(o) - 7' (to)
Demostracién. En esta ocasién debemos demostrar que

1t 2N@) = (f 07)(to)

t—to t— tO

existe, pues f oy es una funcién de R en R. Como siempre, reescribiremos la expresion del limite.
Sea t € (a,b) tal que v(t) # y(to), entonces

(for)@) = (fon)(to) _ lIv®) =)l (f(v (v(to)) = Vf(7(to)) - (v(t) — (t0))
t—to t—to () —~(to)ll
Vf((to)) - (v(t) = (o))
T @ =)l >
_ @& =)l ( f(( (v(to)) = V£ (7(to)) - (v(t) — 7(%)))
t—to 17 (#) =~ (o)l
#9160 <t1_t0< )
Note que al tomar el limite cuando ¢ tiende a ty tendriamos el resultado pues w es
— 1o
acotada ya que tli)n% w‘ = ||¥'(to)||; f es derivable en ¥(tg) y v derivable en t.

Pero lo anterior vale solo si y(t) # 7(to). Asi que definimos una funcién auxiliar ¢ : (a,b) — R

come F((0) = F( () = VF(3(t)) - (4(1) — (ko)
o(t) = v (t) —O’y(to)H

si y(t) # (to)
si y(t) = ~(to)

Como f es derivable en 7(tp), v continua en tg, pues es derivable en ¢y, tenemos que ¢ es continua
en to (pueden dar una demostracion de este hecho imitando el argumento usado en la demostracién
de la Proposicién 5 de la Clase 30). Ahora, para todo t € (a,b) \ {to} se tiene que

(foy)(t)— (fov)(to) _ (t)||7(t) —(to) |l v(t) —7(t0)>
t—to —® t—to t—ty )

LV Fy(to)) - (

Luego



tllgft (fov)(ti : E({O’Y)(m) _ tlg]% (p(t)HV(tZ:ZO(tO)H + V(o) - (W)]
= i o020 220y 07 (1 =200))

=04 Vf(7(to)) - (to)
= Vf(v(to)) - (to)-

Es decir, f o~y es derivable en tg y (f o) (to) = Vf(7(to)) -7 (to). =



