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Clase 38

;Derivadas de orden superior?

Recordemos de nuestros cursos de Célculo I que la derivada tiene varias aplicaciones, por ejem-
plo, usdbamos el “criterio de las caritas” para hallar maximos y/o minimos locales de una funcién.
Pero para ese entonces, al menos para aplicar el criterio mencionado, ya sabiamos, y usabamos,
que existe el concepto de segunda derivada. De hecho, lo méas probable es que para ese entonces ya
conociéramos un concepto mas general, el de la n-ésima derivada, es decir, las derivadas de orden
superior.

Ahora, en Célculo III, es natural preguntarse si existen las derivadas de orden superior para
una funcién de R™ en R. Analicemos entonces esta situacién: Comenzaremos recordando que para
una funcién f: (a,b) — R y un punto ¢ € (a, b) definfamos f”(c) como

o £t h) = f1(e)
h—0 h

Por supuesto lo anterior tenfa sentido si existia f’(c), y no solo eso, ademés debfa existir f’(z)
para todo z € (¢ — d,¢+ 9) C (a,b), con § > 0, pues si esto ltimo no ocurria entonces no tenia
sentido la expresién f'(c + h).

En nuestro caso, siU CR", Ty € Uy f: U — R es una funcién derivable en T, ; bastard pedir
que exista D f(T) para cada T € B,(Tp)? Un momento, en el caso de Célculo I, lo que necesitdbamos
era que la funcién f': (c—d,c+6) — R estuviera definida. Y en nuestro caso ;qué necesitarfamos?
;qué funcién deberia estar definida en B, (Ty)? Lo que seguramente se nos ocurre es la funcién D f
que a cada T € B,(T¢) le asigna jla funcién lineal D f(Z)! jVaya problema! Lo que ocurre es que el
codomino de la funcién D f es jel espacio de funciones lineales de R™ en R! Y por supuesto este tipo
de funciones no es el tipo que analizamos en este curso, pero eso no significa que no sea posible.

Entonces jtodo estd perdido? jno existen las derivadas de orden superior en Calculo ITI7 No,
no todo estd perdido, de hecho las derivadas direccionales se parecen MUCHO a las derivadas de
Célculo I, en el siguiente sentido:

Sean U CR", 7p € U, f: U — R una funcién y © € R" un vector unitario. Si Dy f(T) existe
para todo T € B,(Tp), entonces la funciéon Dgzf : B.(Tg) — R, que a cada T € B,(Ty) le asigna
el numero real Dy f(T), estd bien definida. Asi, si © € R" es cualquier vector unitario, podriamos
preguntarnos por la existencia de la derivada direccional de Dz f en la direccién de v en Ty, que de
existir denotarfamos por Dz(Dgf)(To) y estaria dada por

Do Do f) (7o) = ;1113}) Dz f(To + hZ) — Dﬂf(fO)‘

Podemos entonces hablar de derivadas direccionales de orden superior. Pero como ya hemos visto
antes, las derivadas direccionales que han servido mucho son las derivadas parciales y es por ello
que solo hablaremos de las derivadas parciales de orden superior.

Definicién 1 Sean U C R", Ty € U, f : U — R wuna funcién, r > 0 tal que B.(Ty) C U,
B = {ei1,....,en} una base ortonormal de R" y x1,...,xy, las coordenadas determinadas por (. Si



(T) ewiste para toda T € By(To), definimos la sequnda derivada parcial de f con respecto a x;

8a:i )
y con respecto a xj, denotada por (ZTo), como la derivada parcial de la funcion con
respecto a x; en Ty, es decir, como
of (= _ of /—
P11 B0 1) 8
(933‘j81'i 0 h—0 h .

62
Si 1 = j, la denotaremos por W@O) y diremos que es la sequnda derivada parcial de f respecto a
14
€T; en xg. ‘

Igual que antes, a la hora de la “talacha”, para obtener la segunda derivada parcial de f con
respecto a x; y con respecto a x; basta derivar considerando a x; como la tnica variable y después

derivar la expresion que nos haya quedado considerando a x; como la tnica variable.

Ejemplo 2 Sea f:R?> — R dada por

fla,y) = 22y — sen(zy).

Halle todas las sequndas parciales en el punto (x,y) € R2.

Solucién. Primero note que

0
afi(mn y) = 2y° — ycos(zy)
y que
gg(x, y) = 621> — x cos(xy).
Ahora,
0? 9
oL ) = v seny),
82
o 0s1) = 07+ aysen(ay) — cos(ay).
82
8x<§y (z,y) = 6y> + zysen(zy) — cos(zy)
Y 2
(;yg(m, y) = 12xy + 2% sen(xy).

Como seguramente ya notaron, la segunda derivada parcial de f con respecto a x y con respecto
a y es igual a la segunda derivada parcial de f con respecto a y y con respecto a x y enotnces
podrian pensar que el orden no importa, lo cual es un error. En general lo anterior no ocurre, veran
un ejemplo en la siguiente ayudantia, pero hay condiciones suficientes para que esto ocurra y las
enunciamos en el siguiente teorema. Por cierto, el nombre del teorema es con el que se les conoce
a las derivadas parciales que involucran dos variables en distinto orden.



Teorema 3 (de las parciales cruzadas) Sean U C R", 7y € U, f : U — R wuna funcion,
r > 0 tal que B.(To) C U, 5 = {e1,...,en} una base ortonormal de R™ y x1,...,z, las coordenadas

o*f . 0f
83;38% (iL') y 8371895] (l’)

determinadas por 3. Si parai,j € {1,...,n} las sequndas derivadas parciales

0% f % f
Y 8@38@’ 81‘2856]

existen para cada T € By (T) son continuas en Tp, entonces

T 0= 5ot @)
al‘jal‘i 0 7(‘3@69@ 0/:

Demostracion. Para la demostracién de este teorema construiremos una funcién H cuyo dominio

serd B,(0,0) = {(h1, he) € R? | \/(h1)2 + (h2)? < r} € R? y mostraremos, primero que

oy H(hyho) O*f
(h1,h2)—(0,0) hiho N 8%8:@

(f()) )
después que

m H(hy,ho)  O*f (7o)
(h1,h2)—(0,0) hiho N 8351833] 0

para finalmente concluir que
Rf Ff
8:}5]-8951- (xo) N 8%895] (:EO)
Note que si (h1, h2) € B,-(0,0), entonces

1Zo — (To + hie; + haej) || = v/ (h1)? + (h2)? <,

Hfo — (fo + hléz‘) H = |h1‘ <r

[Zo = (To + hae) || = |ha| <7

Se sigue que Zo+ h1€; + ho€;, To+ hi€; y To+ ho€; pertenecen a B,.(Tp) € R". Entonces, la funcién
H : B,(0,0) — R dada por

H(hy,h2) = (f(To + h1&; + hae;) — f(ZTo + hie:)) — (f(To + hae;) — f(To))

esta bien definida.
Ahora, dado (h1, h2) € B,(0,0), definimos la funcién g : (—\/7“2 — (h9)2, /12 — (h2)2) — R como

9(x) = f(Zo + x€; + hae;) — f(To + 7).

Por el Ejercicio 1 de la Seccion 1 de la Tarea 06, tenemos que g es derivable en su dominio y

0
g’(x) = 9 A(EO + xe; + h2€j) - amj_:(.%o + .I‘Ei).

(2

Como h; € (—\/7'2 — (hg)2, /72 — (hg)Q), suponiendo que h; # 0, podemos aplicar el Teorema del

Valor Medio a g en el intervalo [0, k1] o en el intervalo, [h1, 0], dependiendo el signo de h;. Tenemos
que existe & € (0,h1) (o en (h1,0) dependiendo el signo de hy) tal que



90) =90 _ OF 4 e, + hoey) - 2@ + €.

h1 8331 axz
Pero note que H (hy, h2) = (f(Zo + h1e; + haej) — f(To + hie:)) — (f(Zo + he€;) — f(To)) = g(h1) —

9(0), asi que

7 7

H(hy, ho) = <gf (To + &ei + hoej) — gff (To +f€i)> hi.

Ahora, note que [To + £€;, To + £€; + ho€;] C B, (To) y que (To + &&; + hoe;) — (To + &€;) = hoe;,
por lo que estamos en las condiciones de aplicar el Teorema del Valor medio en su versiéon para
0
derivadas parciales a la funcién 8—f en el segmento [To + £€;,To + £€; + ho€j]. Es decir, si hy # 0,
2

1
existe ) € (0, hz2) o en (hs,0), dependiendo el signo de hsy, de tal manera que

(%(fo + €8 + haty) — 5L (To + @)) _ 0
T - Ox;0x;

(To + &ei + me;).
Se sigue, si hi, ho # 0, que

H(hi,ho) _ O°f
hlhg al'jal’l

(To + &e; + nej).

2
Luego, como (£,1) — (0,0) cuando (hy, hs) — (0,0) y

es continua en Ty, se tiene que
8.1‘j X

H(hy, hs) o2f »’f
im —_— = lim To + £€; +ne;) = xg)-
(h1,h2)—+(0,0)  hihso (h1,h2)—3(0,0) awjawi( 0 + &8 + 17c;) 8:cj8xi( )
Hasta aqui hemos terminado la primera parte de esta demostracion. Para la segunda parte obser-
vemos que para cualesquiera a, b, ¢, d € R" se tiene que

(e—b)—(d—a)=(c—d)— (b—a).

Asi, en nuestro caso tenemos que

(f(To + ha&; + haej) — f(To + hi&i)) — (f(To + haej) — f(To)) =
= (f(@o + haei + hoe;) — f(To + hae;)) — (f(To + haes) — f(Z0)) -
Por lo tanto, la funcién H se puede escribir como
H(hy, ha) = (f (o + hiei + haej) — f(To + hae;)) — (f(To + haei) — f(To)) -

Luego, definimos la funcién & : (—\/TZ — (h1)2,\/72 — (h1)2) — R como

k(z) = f(Zo + hi& + ;) — f(To + 2€;).

Igual que con g, tenemos que existe & € (—\/7“2 — (h1)2,y/72 — (h1)2> tal que

H(hyi, hy) = <§;($0 + hie; + £'ej) — %(TO + 5’%’)) ha.
j j



Y como [Tg + £'€;,To + hie; + £'¢;] C B(To) y (To + hie; + £'€;) — (To + £'€;) = hq€;, entonces
aplicando el Teorema del Valor medio en su versién para derivadas parciales a la funcién a—f en el

Lj
segmento [T + £'e;,To + hi€; + £'e;], tenemos que existe i’ € (0,h1) (o en (hy,0) dependiendo el
signo de hq) tal que

(%(TO + hie; + fléj) — ngJ(fo + f%j)) B 82f
hl N 8:13131']

Se sigue que, si hi, ho # 0, entonces

(To +n'e; + 'e;).

H(hy,he)  O*f
hlhg - 83;18333

(To + 1'e; + &'Ey).
J

2
Luego, como (¢',n) — (0,0) cuando (h1, he) — (0,0) y S0, & continua en Ty, se tiene que
T;0Z4
. H{(h, hs) ) *f _ _ ’f
—_— = 1 (x() + 5/61' + nlej) = M(ﬁo)

(hl,h;)rg(ovo) hihy (h1,h21)n—1>(070) O0z;0z;

Con lo cual terminamos la demostracion. m

Igual que en Calculo I, aqui también podemos definir derivadas de orden mayor a 2.

Definicién 4 Sean U C R", Ty € U, f : U — R wuna funcion, r > 0 tal que B.(To) C U,
B = {€i1,....,en} una base ortonormal de R" y x1,...,xy, las coordenadas determinadas por (. Si
oFf
(%cz-kaxikfl s 8951-1
definimos la k + 1 deriwada parcial de f con respecto a w;,..., % ,¥;_,, en To, denotada por
ak+1f 8kf
&rikﬂamik cee al'il 8mik6xik71 cee 81‘1'1

Tiy,, €N To, es decir, como

() existe para toda T € By (Tp),

01,12, oy ik, i1 € {1,2,...,m} son tales que

(Zo), como la derivada parcial de la funcion con respecto a

ok f

— _ ok f —
8k+1f Ba:ikaxik_lnﬁxil (1'0 + heik+l) - Oxikaxik_lmaxil (:EO)
h

8xik+18xik s 8IZ’1

() = Ji

ak—H

Siip =iy =+ =1 =ixr1 = i, la denotaremos por (ZTo) y diremos que es la k+ 1 derivada

k+1
Ox;

parcial de [ respecto a x; en Tg.

Notacion: Si existen i1, 19, ...,%,, indices consecutivos iguales, entonces sustituimos la expresién
Ox;,, - -+ O0x;, por la expresion Jx;", donde x; es la variable que se repite m veces. Por ejemplo, en
»’f »’f _

(To)

_ b
O0x30x10x1021029 (o) escribiremos Ox30x3019

vez de escribir

Definicién 5 Sean U CR", f: U — R una funcion y k € N. Diremos que f es una funcion de
clase C* en U, denotado por f € C’k(U), st existen todas las derivadas parciales de orden k de f
en cada punto de U y ademds estas derivadas parciales son continuas.

Con el lenguaje de la definicién anterior podemos enunciar de otra manera algunas proposiciones
demostradas anteriormente.



Proposicién 6 Sean U CR" y f : U — R una funcién. Si f € C*(U), entonces f es derivable
en cada € U.

Proposicién 7 Sean U CR"™ y f : U — R una funcién. Si f € C*(U), entonces

e MG
855]-8@- N 8%8:}5] '

para todo T € U.



