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Clase 39

Polinomios de Taylor

En esta ocasién estudiaremos los polinomios de Taylor y para motivar la definicion de estos
trabajaremos, por el momento, con funciones de R? a R.
Sean U C R?, Ty = (z0,40) € U y f : U — R una funcién. Si f es derivable en T, entonces

Ifm f@) = [Df(@o) ([T — T0) — f(T0)]

T |z — Zo|

=0.

Dado lo anterior, notamos que “cerca” de Ty la funciéon P(Z) = Df(Zo)(T — To) + f(To) es una
buena aproximacién a f(Z). Ahora, usando el vector gradiente de f en T, tenemos que

P(z) = Df(Zo)(T — 7o) + f(To
= Vf(Zo) - (T — To) + f(To)

— S @)~ )+ G @)~ ) + (@)

Se sigue que P es una funcién polinomial de grado a lo més 1 (podria suceder que ambar parciales
sean cero en Tg) en las variables x,y y tal que P(zo,y0) = f(zo,%0), mas atn, como la derivada es
Unica, entonces P es la Unica funcién polinomial con estas caracteristicas. Es decir, si f es derivable
en T, por ejemplo si f € CY(B,(Zy)), entonces P(Z) = D f(Zo)(T — To) + f(To) es la tinica funcién
polinomial de grado a lo mas 1 en las variables x,y tal que

i 1@ = P@

T—To Hf-fo”

= 0. (1)

Resulta natural preguntarse si existe una funcién polinomial de grado a lo mas 2 que cumpla algo
similar. Primero notemos que una funcién polinomial de grado a lo méas 2 en las variables x,y es
de la forma

P(z,y) = Az® + By* + Cxy + Dz + Ey + F.
Luego, como queremos que P(xg,yo) = f(zo,yo), debe suceder que
P(z,y) = A(z — 20)> + B(y — y0)* + C(z — 20)(y — w0) + D(z — x0) + E(y — o) + f(z0,%0)-
Ahora, como (z —z0)*, (y —y0)?, (z — z0)(y — o) < ||Z — To||*, entonces

Az — x0)? By — 19)? _ _
lim M = l{im M — lm Clx 7560)@ Yo)
T—To Hm - x(]” T—To Hx — on T—To Hx — x(]”

=0.

Asi, para que P cumpla la condicién (1) bastaria que

I f(@) = [D(x —z0) + E(y —yo) + f(T0)] _ 0
T |z — Zo| ’
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lo cual ocurre si f es derivable en T, y en este caso D = —=(Tp) y F = =—(Zo).

Concluimos que si f es derivable en Ty y

Playy) = Ae —20)* + By~ )? + Clar = 50)(y — ) + 50 (20)(w — 0)+ 5 @)y~ o) + @)
con A, By C nimeros reales, entonces P satisface la condicién (1). De hecho, hemos obtenido una
infinidad de funciones polinomiales que satisfacen la condicién (1), pero de todas estas una deberia
aproximarse a f “mejor” ;jno?

Bueno, notemos que si |F — T < 1, entonces ||T — To||* < ||T — To||. De aqui que, si Z tiende a T,
entonces ||Z — Zol|? tiende a cero “mds rapido” que || — Zg||. Por lo tanto, si pedimos que

o 1@ = P@)

i—T0  ||T — To|?

=0, (2)

estaremos pidiendo una condicién més fuerte que la condicién (1). Supongamos entonces que P
cumple la condicién (2), es decir, que

(@)= [l =20 + Bly — ) + Cla = a0)y = ) + 5@ (@ = a0) + S @)y — ) + f(70)] _
wm EREAE -

Entonces, haciendo = = (z,y) = (xo + h, 4o), tenemos que

(o + h,yo) — [Ah% + ZL(Zo)h + f(To)]

0= jm, E
| f@o + huyo) — SL(@o)h + (7o)
= lim —A
h—0 h2

Note que el cociente del limite anterior es un cociente de dos funciones que solo dependen de h, es
decir, un par de funciones de variable real. Asi, si pedimos que f € C?(B,(Zy)), entonces podemos
aplicar la regla del L’Hopital, por lo que

flzo+h,yo) — @R+ f(@o) |, Y(zo+ h,yo) — 5L (w0, 0)

11 =1
oo h?2 o0 2h
0 0
_ 1 m 87?;('170 + h7y0) - 3%(330»3/0)
2 h—0
_18%f

= iw(l“ovyo)-
Por lo tanto

10%f
A= 5@(550790)-

De manera analoga, haciendo T = (z,y) = (xo,yo + h), tenemos que
10%f
= 5@(330, Y0)-
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Finalmente, haciendo = = (x,y) = (o + h,yo + h), tenemos que

L 355 @o)n? + 355 @o)h? + Ch? + S @o)h + G (@o)h + f (w0, y0)]
= l1m .
h—0 h2

Y una vez mas, usando la regla de L’Hopital, tenemos que

f(@o+ hyyo + h) = |55 @0)h? + 5 @0)h? + Ch2 + B (@o)h + G (@) + f(wo,30)]

0= 02
i & (@wo + hyyo + h) + 5L (z0 + hyyo + ) — [Tf(xo)h + 54 @o)h + 2Ch + YL (7o) + 4L (xo)}
~ hs0 2h
1 (0*f >*f 0 f
= lim o <axQ($o +h,yo +h) + 8y8x(x0 +h,yo +h) + &Cay(ﬂ?o +h,yo + h)
2 2 2
f Of .\, 0°f _
a 2(1’0+h Yo+ h) — [81:2($0)+ay2(1:0)+20
1/ 0%f _ *f
2 <0y6w (To) + dx0y (@) - 20) '
Por lo que

1P Pf
¢= 2 (Gyﬁx (o) + dx0y ($0)> '

Asi, si P es un polinomio de grado a lo més dos, que satisface la condicién (2), entonces

2 2 2 2
e P @+ 2

Plr.y) = oa @)= w0+ (@) + L)) (o = 20) — )

+5E @) (o~ a0) + F @)y~ ) + @)

Es posible que con lo que hemos desarrollado hasta ahorita ya hayamos notado que bajo ciertas
condiciones se puede construir una funcién polinomial que cumpla una condicién similar a las
condiciones (1) y (2).

Definicién 1 Sean U CR", Ty € U, r > 0 tal que B.(To) C U, f: U — R una funcién y N € N.
Si f € CN(B,(%y)), definimos el polinomio de Taylor de grado N de la funcién f en To, denotado
por Py ¢z,(T), como

1 « 92 f
Py gz (T) = Z ) > Fr o (o) (@i — To ) (@ip — o) + -

=1 i1,i2=1

1 3Nf
Z m(l’o)(l'“ Zo 11) (5L'iN — 1‘071'N),
21, Lin=1 IN 71

en donde T = (x1,...,2n) Yy To = (T0,1,-...To,n). Y para cada T € U el residuo de orden N de f en
Tg, denotado por Ry tz,(T), como

RN 17 (%) = f(ZT) — PN,z (T).
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Ejemplo 2 Considere la funcidn f : R? — R dada por
flz,y) =In(1+2%) +1n(1+y?).

Calcule el polinomio de Taylor de grado 2 de f en el punto (0,0) y el residuo de orden 2 de f en
(0,0)

Solucién. Note que

D=0y Py =2

a l',y _1_1_:[;2 y 8y xvy _1+y23

asi que

0 f 2 422 0’ f 0% f 0% f 2 4ay?

22OV S T T2 agor Y =0 ey @V =0 Y G = ey e

Por lo tanto,

0% f
0yox

of B
%(an) - Oa

Y de aqui que

Pyy@ = 10 + O -0+ Lo -0

82 f O f
= — = —_— = 2.

af B 0% f B
8711/(0’0) - 07 @(070) - 27

2 2 2 2
+5 (5002 + 2 L O -0 -0+ 50,0606 -0+ FLOw - 07?)

— 2?2
Finalmente, tenemos que
Ry pz0(T) = In(1+2%) +In (1 +y%) — (® + 7).

]
Ya que hemos definido el polinomio de Taylor resta ver que condicién similar a (1) y (2) cumple,
lo cual haremos en el siguiente teorema:

Teorema 3 (de Taylor) Sean U C R", Ty € U, r > 0 tal que B.(To) C U, f: U — R una
funcion y N € N. Si f € CNTY(B,(Z)), entonces:

1. Si® € B,(To) y U =7 — T, entonces existe £ € [To, T| tal que

1 aN—i—lf o
RN 17,(T) = E Uiy~ - Ui U
N7f,aco( ) (N T 1)! e 3501'N+185Um ) '-3% (f) i1 in Winyq

donde u; = xj — x0; para cada j € {1,...,n}.

i L@ = Py (@) _ o BNgw (@)

T |z —zo||V 70 || T — To||N

=0.

3. PN tz, es el dnico polinomio de grado menor o igual a N que satisface la condicion del inciso
anterior.

Cuya demostraciéon realizaremos en la siguiente sesion.



