Ultima actualizacion: 14 de junio de 2022

Clase 41

Antes de comenzar a desarrollar resultados acerca de méximos y minimos de una funcién re-
cordemos lo siguiente: Sean A CR", BC Ay f: A — R una funcién continua en A. Si B es un
conjunto no vacio, cerrado y acotado, entonces existen 7,z € B tales que f(7) < f(y) < f(Z) para
todo i € B, es decir, f alcanza su valor maximo y su valor minimo sobre B.

Se tiene que B = int(B)UF'r(B), pues es un conjunto cerrado. Asi, los puntos donde f alcanzaza
su valor maximo y su valor minimo sobre B tienen solo dos opciones, o pretenecen al conjunto abierto
int(B) o pertenecen al conjunto cerrado F'r(B), pues estos son ajenos. Entonces estudiaremos estas
dos posibilidades comenzando con los conjuntos abiertos, pero antes formalicemos los conceptos de
valor méximo y valor minimo de una funcién.

Maximos y Minimos

Definicién 1 Sean ACR", BC A, To€ By f: A— R una funcién. Diremos que:

(1) f alcanza un valor mdximo, respectivamente minimo, en Ty sobre B si f(T) < f(To), respecti-
vamente f(ZTg) < f(T), para todo T € B.

(2) f alcanza un valor mdzimo local, respectivamente minimo local, en Ty sobre B si existe r > 0
tal que f(T) < f(To), respectivamente f(Tg) < f(T), para todo T € B N B,(Tp).

Observacion 2 Si f alcanza un valor mdzximo, respectivamente minimo, en Ty sobre B, entonces
f alcanza un valor mdazrimo local, respectivamente minimo local, en Ty sobre B, pero no al revés,
es decir, si f alcanza un valor mdzximo local, respectivamente minimo local, en Tg sobre B no
necesariamente f alcanza un valor mdzrimo, respectivamente minimo, en Tg sobre B.
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Figura 1: En 7; hay un maximo y en Ty hay un maximo local que no es maximo.

Ahora, enunciamos y demostramos un resultado que seguramente ya se esperaban.



Proposicién 3 Sean U C R" un conjunto abierto, Tg € U y f : U — R una funcion derivable
en To. St f alcanza un valor mdzimo local, respectivamente minimo local, en Ty sobre U, entonces
Df(my) es la funcion constante cero.

Demostracién. Recuerde que D f(Ty) puede ser representada por el vector gradiente V f(Zp) y
que

Y f(70) = (551(3:0), ggi(xo)> .

Asi que basta demostrar que (ZTp) = 0 para todo i € {1,...,n}. Supongamos entonces que f

(2
alcanza un valor méximo local en Ty sobre U. Asi, existe r > 0 tal que f(Z) < f(Zp) para todo

Tp € B,(To) C U (note que aqui podemos suponer que B,.(Zp) C U, pues U es un conjunto abierto).
Luego, si |h| < r tenemos que f(To + he;) < f(To) y de aqui que

f(fo + héi) — f(fo) <0.
Ahora, si 0 < h < r, entonces

f(To + he;) — f(Zo)

y se sigue que

y se sigue que

of . .
al’i (IO) N illli% h

Por lo tanto %(fo) =0. =

1
Igual que en calculo I, el regreso no vale, es decir, si la derivada de f en g es la funcién constante
cero, no necesariamente f alcanza un valor maximo, respectivamente minimo, en Ty sobre B. Esto
lo mostramos con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4 Considere la funcion f : R? — R dada por
fla,y) =2 =y
Halle los puntos (x,y) € R? donde Df(z,y) = 0.

Solucién. Note que

of B of B
%(:r,y) =2z y D (7,y) = 2y,

de donde Df(z,y) = 0 solamente cuando (z,y) = (0,0). Ahora, note que

f(0,y) = —y* <0 = £(0,0) < 2* = f(,0).



Figura 2: Aunque Df(0,0) =0, en (0,0) f no alcanza ni un valor maximo ni un valor minimo.

Asi, para cualquier r > 0 se tiene que, si 0 < |z|, |y| < r, entonces (x,0), (0,y) € B-(0,0) y

F(0,9) = =y* <0 = £(0,0) < 2* = f(,0).
Es decir, f no alcanza ni un valor maximo ni un valor minimo en (0,0) (vea figura 2). m

Los puntos donde la derivada es la funciéon constante cero reciben un nombre, el mismo que en
calculo 1.

Definicién 5 Sean U CR", g € U y f : U — R una funcion derivable en Ty. Si la derivada de
f en Ty es la funcion constante cero (D f(Zy) =0), diremos que Ty es un punto critico de f.

Como acabamos de ver, un punto critico puede no ser ni un maximo local ni un minimo local y
justo por el aspecto geométrico “alrededor” del punto (0,0) en el ejemplo anterior a estos puntos
les llamamos punto silla. Es importante notar que no todos los puntos silla ”geométricamente”se
vean asi (vea figura 3).

3

Figura 3: Todos los puntos criticos de la funcién f(z,y) = z° son puntos silla.

Ahora nos dedicaremos a desarrollar un criterio para clasificar los puntos criticos de una funcién
y, en principio, solo utilizaremos el Teorema de Taylor.



Consideremos U C R™, 7y € U, r > 0 tal que B,(Zg) C Uy f: U — R una funcién. Si
f e C?(U), para h = (hi, ..., hy) € R™ tal que ||h|| < r, tenemos que

f(@o +E) =P fgo(fo —|—E) + Ry fgo(f() —|—E)
Yhih; h
J(@o) + Z &E@ ]Z: 8:6381:2 (To) * Bagao(@o + 1),
en donde B
RQ,f@O (EO + h) _
h—0 |2
Ahora, si Ty es un punto critico de f, entonces
f(l‘g—l—h Z ax 8x $0 hh —|—R2f$0($0+h).
7]_ J t
Analicemos la expresién
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La ventaja de escribir (1) usando matrices es que podemos relacionarla con las formas cuadraticas
(vea Addendum 03). Llamaremos a la matriz

JEsch 2T (w)
Ox? 0 Oz, 0z " 0
an' _ éﬂf.f

_Oxlc'?:vn(%) aix%(fﬁo)

la matriz hessiana de f en Ty y la denotaremos por H f(Zy), es decir,

. 52 -
&CJ% (To) oz, gxl (To)
H f(To) = : :
02 02
e TN = 10}




La matriz hessiana de f en Ty tiene asociada una forma cuadratica que llamaremos la hessiana
de f en Ty, la denotaremos por H fz, : R — R y que estd dada por

H fz,(T) = H fz,(z1, 22, ..., 2n)
X1
=[xy - xu|H f(To)

Tn

Dada la relacion entre la matriz hessiana de f en T y la hessiana de f en Ty, podemos ocupar el
siguiente lema (vea Addendum 03).

Lema 6 Sea @ : R" — R una forma cudrdtica semipositiva (resp. seminegativa) y no degenerada
asociada a una matriz A, entonces existe M > 0 (resp. m < 0) tal que

Q(h) > M|h[>  (resp. Q(h) < m|h[)
para toda h € R"

Este lema tiene como consecuencia una versiéon del “criterio de las caritas” para funciones de R"
en R

Proposicién 7 Sean U CR™, Zg € U y f : U — R una funcion tales que f € C*(U) y Ty es un
punto critico de f. Se tiene que:

(a) Si la hessiana de f en Ty es una forma cuadrdtica semipositiva y no degenerada, entonces f
tiene un minimo local en Ty.

(b) Sila hessiana de f en Ty es una forma cuadrdtica seminegativa y no degenerada, entonces f
tiene un mdximo local en T.

Demostracién. Sea r > 0 tal que B,(To) € U. Como T es un punto critico de f, si h =
(h1, ..., hyp) € R™ es tal que ||h]| < r, tenemos que

- 1 & =
f(@o + h) = f(To) + 5 Z Tgx'(jo)hihj + Ro 57, (To + h)
ig=1 977"

= FF0) + 3 H o) + o gy (F0 + ).

donde, aplicando el Teorema de Taylor (con N=1, recuerde que lo enunciamos con N + 1) y la
continuidad de las segundas derivadas parciales,

Ro 7, (To + h
lim 27f7x0£ 0 )
h—0 |72
Supongamos que estamos en las hipdtesis del inciso (b), es decir, que H fz, es seminegativa y no
degenerada. Entonces, por el Lema 6 existe m < 0 tal que

= 0. 2)

H fz,(h) < m|[A]?

para todo h € R™. Ahora, por (2), existe § > 0 tal que si ||| < §, entonces



‘RQ,f,EO(fO +E)‘ < —m
17| 2

y de aqui que

Rijo(fo —I-E) m
IR 2

Asi, si rg = min{r,§} y 0 < ||h]| < ro, entonces

f@o+h) — f(@o)  5Hfz(h)+ Rz (To + h)

[ A 7
1Hf () | Raga(@o+ )
2|2 nl
<™y RQ,fEOEES +h)
2 [[72]
< 0.

Por lo tanto, f(Zo+ h) < f(To) para todo h tal que ||h|| < 7o, es decir, f tiene un maximo local en
To. La demostracién de (a) es andloga. m

Por supuesto que uno puede preguntarse si el reciproco de esta proposicién vale, pero, igual que en
Calculo I, no se cumple. Es decir, si f tiene un minimo local o un maximo local en un punto no
necesariamente se cumple que la hessiana de f en dicho punto es semipositiva o seminegativa, es
mas puede ser muy degenerada. Veamoslo con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 8 Considere la funcidn f: R? — R dada por
flz,y) =2 + 4.

Muestre que f tiene un minimo en (0,0), pero la hessiana de f en (0,0) es la funcidn constante
cero.

Solucién. Note que 0 = 0+ 0* < 2?4+ 9* para todo z,y € R, por lo que f(0,0) =0 < f(z,y) para
todo (z,y) € R%. Asi, f tiene un minimo en (0,0). Ahora, note que

OF (o) = 4o OF (5 ) = 4

Con lo que, claramente, (0,0) es un punto critico de f. Luego,

% f *f f

Por lo tanto

0% f 0% f
| 229 50: 01 10 0
Hf(0,0)— af a2f - 0 ol



Y asi, la hessiana de f en (0,0) es la funcién constante cero. m

Si bien es cierto que el ejemplo anterior muestra que el reciproco de la Proposicién 7 en general no
vale, podemos averiguar si tenemos un regreso parcial como en Célculo I:

Sea f : (a,b) — Ry zo € (a,b) un punto critico. Si f”(x¢) existe y f tiene un minimo local (resp.
méximo local) en g, entonces f”(xg) > 0 (resp. f”(x¢) < 0).

Proposicién 9 Sean U CR", Zo € U y f : U — R una funcidn tales que f € C*(U) y Ty es un
punto critico de f. Se tiene que:

(a) Si f tiene un minimo local en Ty, entonces la hessiana de f en Ty es una forma cuadrdtica
semipositiva.

(b) Si f tiene un mdximo local en To, entonces la hessiana de f en Ty es una forma cuadrdtica
seminegativa.

Demostracién. Demostraremos el inciso (a), asi que sea r > 0 tal que B, (o) C Uy f(Zo) < f(T)
para todo T € B,(Ty). Ahora, consideremos u = (ui,...,u,) € R" tal que ||[u|| = 1 y definimos
v :(=r,r) — R"™ dada por y(t) =To+tuy g : (—r,r) — R como g(t) = (f ov)(t). Como g es
composicion de funciones derivables, entonces es derivable y por una de las versiones de la regla de
la cadena, tenemos que

8mi

dominio pues f € CQ(U ), asi que, aplicando la regla de la cadena y sumando, tenemos que

Ahora, note que para cada i € {1,...,n}, la funcién (Bf ) : (=7, 7) — R es derivable en su

g
; ;8%8:@

’j_

Se sigue que

E (To)uiu;j

i,j=1

= Hfio(ﬂ)'

Como f tiene un minimo local en Ty, entonces g tiene un minimo local en ¢t = 0, por lo que
g"(0) > 0. Asi que

8% 8:1:Z



H fz,(u) = ¢"(0) > 0.

Finalmente, si 7 € R" \ {0}, entonces el vector es de norma 1y

T
El
1 T
—= 507 :Hﬁ - 207
E i <|x||>

de donde H fz,(Z) > 0 para todo T € R", es decir, H fz, es una forma cuadrética semipositiva. m
Veamos ahora un ejemplo donde si podamos aplicar la Proposicién 7.
Ejemplo 10 Considere la funcion f : R> — R dada por

f(z,y) = 3ze¥ — a3 — 3,

Demuestre que f solo tiene un punto critico y determine si este es un minimo local, mdzimo local
o ninguno de los dos.

Solucion. Primero calculemos las derivadas parciales de primer orden:

g(:c, y) =3e¥ —3z* y a—f(x,y) = 3xe¥ — 3.

Oz oy
of

dy

0
Ahora, para que Df(x,y) = 0, es necesario que —f(x, y) =0y = (x,y) = 0 simultdneamente, es

Ox

decir, que se cumplan

3e¥ —32° =0 (3)
3ze? — 3% =0 (4)

Pero note que (2) se satisface si y s6lo si €’ = z%; mientras que (3) se satisface si y sélo si z = €.
Y como se deben satisfacer simultdneamente, entonces debe suceder que e = €Y o de manera
equivalente que €Y = 1, de donde obtenemos que y = 0 y luego que = = 1. Por lo tanto el dnico
punto critico de f es el punto de coordenadas (1,0).

Ahora determinaremos si el punto (1,0) es un méximo local o minimo local de f o ninguno de los
dos. Para ello notemos que

>’f >’f of *f
@(xd/) = —6uz, 83/833 (x,y) = 3ey7 83061/ (‘T7y) = 3eY y 873/2($’ y) = 3we? — 96ya
de donde
*f *f of 0 f
“1(1,0)=— I 1,0)= 1,0) = 211,0) = 6.

Asi, la matriz hessiana de f en (1,0) es la matriz
-6 3
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y la forma cuadritica asociada a la matriz hessiana de f en (1,0) estd dada, para cada punto
(z,y) € R?, por

Hfqo(z,y) = [z y [_36 —36} [Zﬂ

= —622 + 6xy — 6y2.

Pero note que

A
H fa,0)(2,y) = —62® + 6zy — 6y = —6 [(fﬁ - 5) + Zyz] ,

y de aqui que H f(; ) es no degenerada y seminegativa. Por lo tanto f tiene un mdximo local en
(1,0). m
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Figura 4: La funcién f(z,y) = 3ze¥ — 2® — €% tiene un valor méximo local en el punto (1,0).



