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Clase 43

La clase pasada conjeturamos que si deseamos hallar los valores maximo y minimo de una
funcién f sobre un conjunto de nivel de otra funcién, digamos N.(g) era suficiente con encontrar
los puntos T € N¢(g) en los cuales Vf(Z) y Vg(Z) son paralelos. Pusimos a prueba esta conjetura
hallando la distancia de un punto fijo a un plano dado y funciond.

Multiplicadores de Lagrange

Veamos, con un ejemplo, cémo podriamos generalizar nuestra conjetura.

Considere una recta .Z determinada por la interseccién de los planos Py y P» que tienen como
ecuaciones

A1$+Bly+C12+D1:O y A2$+Bzy+CQZ+D2:0,

respectivamente, con (A1, By, C}) y (As, Ba, C3) vectores no cero y no paralelos, y g € R®. Calcule
la distancia de Ty a .Z. Igual que en el ejemplo mencionado al inicio de este documento, hallaremos
el punto T¢ € £ que minimiza la distancia al cuadrado. Entonces, debemos hallar el punto T ¢
del conjunto

S = {(IIJ,y,Z’) € Rg ’ gl(x7y7 Z) = 07 gQ(xa:% Z) = 0}

tal que la funcién

f@,y,2) = (@ —20) + (y — %0)* + (2 — 20)°

alcaza su valor minimo sobre S, donde ¢; y g2 estan dadas por

gi(z,y,2) = Az + Biy+ Ciz+ Dy y g2(x,y,2) = Asx + Boy + Caz + Ds.

Note que si T es el punto de la recta £ que estd méas cerca a Ty, entonces Ty es el tinico
punto de .Z que pertenece al conjunto de nivel ¢ = |[Z.¢ — Zo||*> de f (de hecho N.(f) es la esfera de
radio || — To|| con centro en ). Asi, el vector v = Ty — T ¢ debe ser perpendicular a la recta .2,
pues esta es tangente a N.(f). Por otro lado, como (A1, B1,C1) y (Aa, B2, C2) son perpendiculares
a los planos Py y P» respectivamente y . es la interseccién de dichos plano, entonces (Aj, By, C1)
y (Asg, B, C5) son perpendiculares a ..

Tenemos entonces tres vectores distintos y perpendiculares a ., ademas (A1, By, C1) y (A2, By, C9)
son linealmente independientes, entonces U se puede escribir como una combinacion lineal de
(Al, By, Cl) y (AQ, Bs, CQ)

Note también que Vg1 () = (A1, B1,C1) y Vg2(T) = (A, By, Cs) para todo T € R3, en particular
Vg1 (ZTy) = (A1,B1,C1) y Vga(Ty) = (A2, Ba,Ca), y que los vectores V f(T.¢) y U son paralelos,
pues ambos son normales a N¢(f).

En conclusién, Vf(Z ) se debe poder expresar como combinacion lineal de Vg1 (Z.¢) v Vga(ZT.»),
es decir, deben existir A1, Ay € R tales que



Figura 1: Dado que .Z es tangente a la esfera con centro en Ty, los vectores U, (A1, B1,C1) y
(A, By, C2) son perpendiculares a ., entonces pertenecen a un mismo plano.

Vi@g)=MVg(Ty)+ XVe(Ty).

Las deducciones que hemos hecho hasta ahora son parte de algo més general, enunciado en el
siguiente teorema.

Teorema 1 (de los multiplicadores de Lagrange) Sean U CR" y f,g1,...,9m : U — R, con
m < n, tales que f,qg1,....gm € C*(U), S={Z € U CR" | 1(T) = 0,...,9m(T) = 0} y Tp € S tal
que Vg1(Zo), ..., Vgm(To) son linealmente independientes. Si f tiene un mdximo o minimo (global
o solo local) en Ty sobre S, entonces existen A1, ..., \y, € R tales que

V(@) = MVag1(To) + - + AmVgm(Zo)-

Ejemplo 2 Una compania planea fabricar cajas de carton rectangulares cerradas de manera que
el drea de la superficie de cada una de ellas sea de 120ecm?. Encuentre las dimensiones de la caja
de forma que el volumen sea mdrimo.

Solucién. Representemos con las variables x,y y 2z las dimensiones de la caja. Se tiene que el
volumen de la caja estd dado por el producto zyz, donde todos ellos son positivos, pues queremos
una caja de verdad. Consideremos entonces la funcién volumen V : (0, 00)® — R dada por

V(z,y,2) = zyz.

Ahora, note que el drea de la superficie estd dada por la expresion 2(zy + yz + zx) y que esta debe
ser igual a 120cm?, es decir, 2(zy + yz + zx) = 120 o de manera equivalente



zy + yz + zx = 60.

De esta manera consideraremos la funcién g : (0, 00)3 — R dada por
9(z,y,2) = 2y + yz + 2z — 60.

Observe que nuestro problema se trata ahora de hallar el valor méaximo de la funcién V' sobre el
conjunto

S ={(z,y,2) € (0,00)" | g(x,y,2) = 0}.

Asi que, por el Teorema de Multiplicadores de Lagrange, basta con hallar los puntos (z,y,z) € S
tales que VV(z,y, z) = AVg(z,y, 2) para algin A € R. Como

VV(x,y,z2) = (yz,z2,2y) y Vy(z,y,2) = (y + 2,2+ 2,y + ),

entonces debemos resolver el siguiente sistema de ecuaciones

yz = ANy + 2) (1)
xz =Nz + 2) (2)
xy = ANy + x) 3)
0 =zy+yz+ zx —60. (4)

Multiplicando las primeras tres ecuaciones por z,y y z, en ese orden, tenemos el siguiente sistema
de ecuaciones equivalente al anterior

zyz = Ax(y + 2) (5)
xyz = M\y(x + 2) (6)
xyz = Az(y + x) (7)

0 =ay+yz+ zx — 60. (8)

Igualando (5) y (6) y simplificando, tenemos que A\xz = Ayz o bien que A(zz — yz) = 0. Esta
igualdad se da si A = 0 o 2z = yz, pero si A = 0, entonces de (1) obtenemos que y =00 z =0, lo
cual no es posible. Asi, tenemos que xz = yz y como z # 0, entonces x = y. De manera similar,



igualando (6) y (7) obtenemos que y = z. Por lo tanto x = y = z y sustituyendo y simplificando
esto tltimo en (8), tenemos que 32% = 60, de donde z = 2v/5. Por lo tanto, las dimensiones de la
caja son x =y = z = 2v/5em?, es decir, se trata de un cubo. m

En el ejemplo anterior obtuvimos solo una terna (x,y, z) que satisface la conclusién del Teorema
de multiplicadores de Lagrange, pero jpor qué el volumen es maximo en ese punto y no minimo?
Efectivamente, el volumen méximo se alcanza en (2\/5, 2v/5, 2\/5) Jpuede justificarlo?
Continuemos con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3 Demuestre, usando multiplicadores de Lagrange, la desigualdad de Cauchy-Schwarz:
Para cualesquiera T, € R™ se cumple que

-yl < [[Z[[[7]l

Solucién. Primero, note que si T = 0 o = 0 la desigualdad se satisface. Asi que supongamos que
T # 0 y que § # 0. Entonces la desigualdad deseada es equivalente a demostrar que

Ty
1zl 9l
y esto a su vez es equivalente a demostrar que para cualesquiera 7,7 € R" tales que ||Z|| = [|y]| = 1
se cumple que
Tgl<t

Y sera esta ultima afirmacion la que demostraremos. Para ello, consideremos las funciones f, g1, g2 :
R"™ x R™ — R dadas por

f(‘rla ooy Ty Y1, 7yn) = T1Y1 + - "TnYn
gl(xh o5 Ty Y1, 7yTL) = .1‘% + - ':U’IQ’L -1

92($17 "'7$n)y17 7yn) = y% + o y721 - ]‘

y el conjunto

S == {($17-~-79Unay17---7yn) S Rn X Rn ‘ gl(xh vy Iy Y1, 7yn) - 07 g?<$17 vy Iy Y1, 73/n) == 0}

Note que el conjunto S es un conjunto compacto y como f es continua entonces queda garantizado
que la funcién f alcanza su valor médximo y su valor minimo sobre S, de hecho, usando el Teorema de
los Multiplicadores de Lagrange deseamos demostrar que dichos valores son 1 y -1 respectivamente.

Sea (To,Yy) = (0,1, %0nsY0,15---»Y0.n) € S un punto donde f alcanza uno de sus valores
extremos. Entonces existen A1, Ao € R tales que

vf(§07?0) = )‘lv.gl (50750) + )‘ZVQQ(I(%@O)’

es decir que

0 0
Yo,i = oz, - (To, %) = M1 ail (%0, 7o) = 2M120,i 9)

Yy of dg
Zo,i = 87(1‘07 yO) A2 6; (2307 yo) = 2)\2y0 i (10)



para cada ¢ € {1,...,n}. Multiplicando (9) por xg;, luego sumando sobre el indice i y usando que
(To,Tp) € S, tenemos que

0,1Y0,1 + - + TonYon = 21 (33(2),1 +o+ x(Q)n)
= 2M1(91(Zo,Yo) + 1)
= 2)\.

De manera andloga, multiplicando (10) por yg,;, sumando sobre el indice 7 y usando que (Zo, ) € S,
entonces

20,1Y0,1 + -+ TonYon = 2A2 (y(Q),l +eee y(z),n)

= 2X2(92(T0, 7o) + 1)
= 2\g.

Se sigue que A\; = \g, asi que podemos escribir A en (9) y (10) en vez de A1 y Ag, y si ademads las
combinamos, tenemos que

Yo = 2Axo,; = 2XM(2Ay0,1) = 4N\°yo,; (11)
Yy

£U07i = 2)\y07l- = 2)\(2)\1’071) = 4)\21‘0’1' (12)
para cada i € {1,...,n}. Ahora, como ||To| = 1, entonces para algin i € {1,...,n} se tiene que

x0,; # 0 y usando (12) tenemos que A\ = ii' Luego, sustituyendo este valor en (9) o (10) tenemos
que

Yo,i = £xo,;

Zo,i = £Yo,i-

Asi, tenemos

J(@0,1, s 0,0, Y0,15 -y Yo,u) = [(Z0,1, s Ton, £20,15 -0, £Z0,0)
=01 (£20,1) + - + 2o (X20n)

== <(£l?0,1)2 4t (wo,n)2>
= +1

f(xo,h <oy L0y YO,15 -5 yO,n) = f(:l:yo,lv ceey :l:yo,na Yo,15 -y yO,n)
=901 (£y0,1) + -+ + Yo.n (£y0,n)

== ((%,1)2 +o (yo,n)2>
= +1.

Por lo tanto, el valor minimo de f sobre el conjunto S es —1 y el valor méximo es 1, es decir,

-yl =1fZy) <1
para todo Z,7 € R" tales que ||Z|| = ||| =1. =



