Teorema de la funcion implicita y Teorema de la funciéon Inversa

Como ya lo habfamos comentado anteriormente este documento es un pequeinio resumen del
capitulo 5 del libro Cdlculo diferencial de varias variables del Profesor Javier Pdez Cardenas y
tiene como objetivo, ademas de concluir el temario del curso, enunciar y mostrar cémo se utilizan
los principales resultados de este curso, es decir, el Teorema de la funcién implicita y el Teorema
de la funcién Inversa. Es por esta razon que no incluiremos las demostraciones, pero los invitamos
a consultarlas en el libro y si les surgen dudas con mucho gusto los apoyamos.

1. La derivada de funciones de R" en R

Comenzamos recordando la definicién de derivada de funciones de R™ en R.

Definicién 1 Sean U C R"™ un conjunto abierto, To € U y f : U — R una funcién. Diremos que
f es derivable en Ty si existe una funcion lineal L : R™ — R tal que

fm f(@) —[L (T —T0) + f (Zo)]

=70 ||f — fg”

=0

En este caso llamaremos a la funcion L la derivada de f en Ty y la denotaremos por D f (To).

La definicién de derivada de funciones de R™ en R™ estd basada en la Definicién 1 y contiene la
misma idea de encontrar la mejor aproximacion lineal a f “cerca” de un punto Tp.

Definicién 2 Sean U C R" un conjunto abierto, To € U y f: U — R™ una funcion. Decimos que
f es derivable en To si existe una funcidn lineal L : R™ — R™ tal que

Y f(@) = [L (T —Zo) + f (To)]

T—To HT_TOH

=0.

Ahora, recuerde que si U C R" y f: U — R™, entonces podemos pensar a f en términos de sus
funciones coordenadas, es decir, f = (f1,..., fn) : U — R", donde f; : U — R son las llamadas
funciones coordenadas y f(z) = (f1(Z), ..., fn(T)) para cada T € U. Como cada funcién coordenada
es una funcién de R™ en R, podemos utilizar toda la teoria que hemos desarrollado para estas
funciones.

Proposicién 3 Sea U CR", Tp € U y f = (f1, .., fn) : U — R una funcion. Se tiene que f es
derivable en To si y sdlo si f; es derivable en Ty para cada i € {1,...,n}.

Como sabemos que, para funciones de R™ en R, la funcién lineal L de la Definién 1 es tnica,
entonces, por la proposicién anterior, tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 4 Sean U C R", 79 € U y f : U — R™ wuna funcion derivable en Tg. Entonces
eziste una unica funcion lineal L : R™ — R™ que satisface la Definicion 2.

Dada la proposicion anterior, llamaremos a la funcién L de la Definicion 2 la derivada de f en Tg y
la denotaremos por D f(Zy).

Antes de continuar debemos recordar que toda funcidn lineal L : R®™ — R se puede representar
por una matriz de m x n con entradas reales, que depende de las bases de R” y R™, como sigue:



Sean {ei,...,e,} v {€1,...,Em} dos bases ortonormales de R" y R respectivamente. Sea T € R",
entonces

luego

L(T) = L(z1e1 + -+ - + T Ty)
=x1L(e1) + - - + z, L(Ty).
Ahora, como cada L(e;) € R™, entonces

L(éi) = a14€1 + *** + QmiEm

para cada i € {1,...,n}. Asi,

L(z)=xL(e1)+ - +a,L (€,)

=z (a1181 + -+ + am1Em) +

+ xp (@1n81 + - -+ + QnEm)

= (z1,...,2n) - (a11,...,01n) E1+

+ (21, n) (@i, - ooy Gmn) Em

Asi, en términos de matrices, tenemos que

a1 - Qln 1
L(z) =
am1 -+ Gmn Tn
De esta manera, tenemos que la matriz
ail - Qln
Gm1 - Amn

representa a la funcién L en las bases {€1,...,e,} v {1, ...,En}. Ahora, note que la matriz
[an - am ]

representa a la funcién coordenada L; : R® — R, para cada i € {1,...,m}, en la base {€1,...,&n}
Asiysi f = (f1,..., fm) : U — R es una funcién derivable en Ty € U, tenemos que

ofi _ ofi _
o )= By Py




y de aqui que la derivada de f en T( estd representada por la matriz

oft of1 _
6761 (o) - 871‘“ (Zo)
8fm _ 6fm _
9z, (70 9z, (20
A esta matriz se le conoce como matriz jacobiana y con cierto abuso de notacién escribiremos
que
oft _ oft _
(‘9701 (To) - Oz, (To)
Df (zo) = : ' :
5fm _ Ofm
oz, (20) oz, (20

Ejemplo 5 Considere la funcion f : R* — R? dada por

f(z,y) = (rcos(x)sen(y), rsen(x) sen(y), r cos(y)),

donde r es un nimero real positivo fijo. Demuestra que f es derivable en cada punto (x,y) € R? y
calcule la matriz jacobiana

Solucién. Note que las funciones coordenadas fi, fo, f3 : R> — R estén dadas por

fi(z,y) =rcos(z)sen(y),  fa(z,y) =rsen(z)sen(y) v  f3(z,y)=rcos(y)

vy que cada una de estas es derivable en cualquier punto de R2. Asi, por la Proposicién 3, f es
derivable en cualquier punto de R%. Luego

_Za'il (.’E, y) Zafl (‘7;7 y)-
Df(z,y) = 87];2(9573/) 872(55’3/)
8f3 3}/3
- (@,y) En (9),
—rsen(ac) sen(y) rcos(z)cos(y)
= | rcos(z)sen(y) rsen(z)cos(y)
I 0 —rsen(y)

]
Las demostraciones de las siguientes proposiciones son consecuencia de la Proposicién 3.

Proposicién 6 SeanU CR", Zg € U y f : U — R™ una funcion. Si f es derivable en Ty, entonces
f es continua en Ty.

Proposicion 7 Sean U CR", To € U y f,g: U — R™ dos funciones. Si f y g son derivables en
To, entonces:

(1) f+ g es derivable en To y

D(f + g)(To) = Df(To) + Dg(To)



(2) Si A€ R, \f es derivable en Ty y
D(Af)(zo) = AD f(Zo)
(3) f-g es derivable en Ty y
D(f-g) (@) =1[ 91 (@) -+ gm (@) | Df(@o)+[ f1 (@) -+ fm(T0) | Dg (o)
La siguiente proposicion es la versién maés general de la regla de la cadena de este curso.

Proposicién 8 (Regla de la Cadena) Sean U C R", 7p € U, V C R™ y f : U — R™,
g : V. — R dos funciones tales que f(U) C V. Si f es derivable en Ty y g es derivable en
Yo = f(To), entonces go f es derivable en Ty y

D(go f)(zo) = Dg (f (To)) o Df (o)

y en términos de matrices (con su respectivo abuso de notacidn)
D(go f) (Zo) = Dg (f (£0)) Df (Z0) -

Las proposiciones anteriores nos proporcionan propiedades entre funciones derivables y la siguiente
nos proporciona una condicién suficiente para que una funcién sea derivable en un punto y, una
vez mas, su demostracion es consecuencia de la Proposicion 3.

Proposicién 9 Sean U CR", Ty € U, r > 0 tal que B.(To) CU y f = (f1,..s fn) : U — R™ una

1 (T) existe para toda T € Br(To) y 3 J
x

funcion. Si es continua en Tg, para cada i € {1,...,n} y

i i
para cada j € {1,...,m}, entonces f es derivable en Ty.

Igual que en funciones de R” en R tenemos el concepto de funciones de clase C*.

Definicién 10 Sean U C R" y f = (f1,.., fm) : U — R™ una funcidn. Diremos que f es de
clase C* en U, denotado por f € C*(U), si f; € C*(U) para cada j € {1,...,m}. Es decir, si
existen todas las derivadas parciales de orden k de f; en cada punto de U y ademds estas derivadas
parciales son continuas en U, para cada j € {1,...,m}.

El siguiente resultado es consecuencia de la teoria para funciones de R"™ en R y de la Proposicién 3.

Proposicién 11 Sean U C R" y f : U — R™ una funcién. Si f € CH(U), entonces f es derivable
en cada T € U.



2. Superficies

Recuerde que las funciones de R en R"” se utilizaron para definir el concepto de curva, de manera
andloga utilizamos las funciones de R? en R? para definir el concepto de superficie.

Definicién 12 Sea S C R3. Diremos que S es una superficie si existen U C R? conjunto abierto,
ACU yo:U — R3? derivable en cada punto de U tales que o(A) = S. En este caso diremos que
o es una parametrizacion de S.

Ejemplo 13 Sean a,b,c € R, considere el conjunto

2 2 2
éa:{(u,v,w)eRS\ZQ+ZQ+Z)2:1}.

Muestre que el conjunto E es una superficie.
Solucién. Considere la funcién o : R? — R3 dada por

o(x,y) = (acos(z)sen(y), bsen(x) sen(y), c cos(y)).

Por la Proposicién 3, tenemos que o es derivable en todo R2. Ahora, consideremos A = [0, 27] %[0, ].
Se tiene que

a cos(x) sen 2 bsen(x) sen 2 ccos 2
(a cos( ;2 ()" | (bsen( [))2 )", ( CQ(y))

para cualquier (z,y) € A. Es decir, o(x,y) € &, para cualquier (z,y) € A.
u v ow

=1,

Por otro lado, si (u,v,w) € &, entonces el punto es un punto en la esfera de radio 1

a'b e
con centro en el origen, en Rg, asi que existe (z,y) € A de tal manera que
U v ow
(cos() sen(y), sen(x) sen(y), cos(y)) = (=, 7.~ ) -

Se sigue que o(z,y) = (u,v,w).
Concluimos que o0(A) = &, es decir & es una superficie parametrizada por o. ®

En esta ocasién también utilizamos una parametrizacién de una superficie para definir el plano
tangente a la superficie en un punto de esta.

Definicién 14 Sean S una superficie y o = (01,02) : U — R® una parametrizacion de S, es

decir, o es derivable en cada punto de U y existe A C U tal que 0(A) = S. Si Ty € A y los vectores

a—o(fo) Yy g(;(xo), definidos como sigue

ox
do,_ .  (0Ooy,_  Ooz,_ . Ooz _
%(550) = <%($0)7&E($0):%($0) )
do,_ . (0Ooy,_ | Ooz,_ . doz,_
o) = (G o). G2 @), ) )
son linealmente independientes, diremos que el plano P C R3, definido paramétricamente como
P = {U(.To) + tgz(xo) + SgZ(.’L‘o) e R? | t,s € R}

es el plano tandente a S en el punto o(Ty) y que S es suave en o(Ty).



Ejemplo 15 Sean a,b,c € RT, considere la superficie

2 2 2
B 3, U v w i

Halle el plano tangente a la superficie & en el punto (0,b,0).

Solucién. Consideremos la parametrizacion

o(x,y) = (acos(z)sen(y), bsen(z) sen(y), ccos(y))

de la superficie & vista en el Ejemplo 13. Se tiene que o (g, g) = (0,b,0), luego
0o
27 (#,) = (~asen(z) sen(y), beos(z) sen(y), 0)
x
' 0
a—a (x,y) = (acos(z) cos(y), bsen(x) cos(y), —csen(y)) .
Y
Asi,
Jo (m Jo (m
w(3g)=e00 v F(55)=00-0.

que claramente son linealmente independientes. Por lo tanto, el plano P C R?® tangente a & en el
T T
punto (0,6,0) = o (5, 5) = (0,b,0) estd definido paramétricamente como sigue

) )
= {U(To) + ta—Z(To) + 38—‘;@0) ER3|t,s¢€ R}

= {(0,b,0) +t(—a,0,0) + 5(0,0, —c) e R* | t,s € R} .

Se trata de un plano paralelo al plano X Z por el punto (0,b,0) (vea figura 1). m

Figura 1: El plano tangente a & en el punto (0, b, 0) es un plano paralelo al X Z por el punto (0, b, 0).



3. El Teorema de la funciéon Implicita

Consideremos el conjunto € = {(z,y, z) € R® | 2% + 4 + 2> = ?}, donde 7 es un ntimero real
positivo fijo.

z

L (@m, /(1,1

E((l; 1, £(1,1))

Figura 2: El conjunto & no se puede ver como la grifica de una funcién de R? en R.

Note que este conjunto no se puede pensar como la grafica de una funcién de R? en R, pues sin
importar la forma en que lo pensemos, graficamente, le asignariamos dos puntos distintos a un
punto de R?, con lo que no tendriamos una funcién (vea figura 2).

El Teorema de la Funciéon Implicita nos proporciona condiciones para que, localmente, podamos
pensar un conjunto como la grafica de una funcién.

Teorema 16 (de la Funcién Implicita) Sean U C R™ x R* y g1,....gm : U — R funciones
tales que g; € C*(U) para toda i € {1,...,m}. Si

S = {(E,y):(xl,...,xm,yl,...,yk) € R™ x RF ] gi(f,y):0pami€{1,...,m}}

y (To,yy) € S es tal que la matriz

O (@0,50) - L (@0,70)
o1 05 Y0 Oz 0> Yo
agm f _ ‘ 3gm , _
8751 (3?07y0) T % (3?07yo)

es invertible, entonces existen v > 0 y h : B, (gy) C RF — R™, con h € C' (B, (To)) » tales que
h(Go) = To y (h(¥),¥) € S para toda j € By (Yo) -

En el caso del conjunto € = {(x,y,2) € R® | 2% + y* + 2? = 7%}, con el que iniciamos esta
seccién, usando el Teorema de la Funciéon Implicita, tenemos los siguiente:
Sea g : R x R? — R dada por

g(z, (y,2)) = 2> + y* + 2% =17,
Note que g € C%(R x R?) y

S={(z,(y,2) e RXR* | g(x,(y,2)) =0} = .



Ahora, la matriz del enunciado del teorema de la funcién implicita, en este caso, es una matriz
de 1 x 1, por lo que pedir que sea invertible es equivalente a pedir que su Unica entrada sea distinta
de cero. Luego, la tinica entrada de dicha matriz es

9 (1. (y,2)) = 2.

Oz
y esta es distinta de cero si = es distinto de cero. Se sigue, por el Teorema de la Funcién Implicita,
que si (zo, (yo,20)) € S = € es tal que xg # 0, entonces existen r > 0y h : By(yo,20) — R, con
h € CY(B,(y0, 20)), tales que h(yo, z0) = z0 y (h(y, 2), (y,2)) € S = € para toda (y, z) € B (yo, 20)-
Algo que es fécil de notar en este ejemplo es que para un punto (zg, (yo,20)) € S = € con
xg # 0, tenemos exactamente dos funciones hy, ho (vea la figura 3) que cumplen la conclusién del
Teorema de la Funcién Implicita, a saber,

hi(y, z) = /12 — (y* + 22) y ha(y, 2) = —v/1% = (¥ + 22).
1

Vo4

v \
1
.

f\‘:'—, E "f‘,"/\\ Y

(0, (yo:,;gﬂ Soe
Rt i ~

(2@ 20))

S b Ty
R CE \
/ |

(a) Grafica de la funcién hy (b) Gréfica de la funcién hs

Figura 3: En un punto (xo, (yo, 20)) € S = € tal que xg # 0 existen dos funciones que satisfacen la
conclusién del Teorema de la Funcién Implicita.

Veamos un par de ejemplos méas donde apliquemos el Teorema 16.

Ejemplo 17 Halle los nimeros reales a para los cuales existen r > 0 y una funcién f : R> — R
derivable en B,(0,0) tal que f(0,0) =0y

af’(z,y)+ (a+z+1)f(z,y) —y" +2=0
para todo (x,y) € B-(0,0).

Solucién. Consideremos la funcién g : R x R? — R dada por

g(z, (x,y)) :az?’—i-(a—i-x—i-l)z—yz—i—:p
y sea S ={(z,(z,y)) | 9(z, (z,y)) = 0} . Note que g € C*(R x R?) y que (0, (0,0)) € S. Luego,

%(m,y,z):Saz2+a+x+1,
de donde 5
g
—(0,(0,0)) = 1.
290,(0,0)) = a +



Asi que si a # —1, por el Teorema de la Funcién Implicita, existen » > 0y f: B.(0,0) — R, con
f € CY(B,(0,0)), tales que

f0,00=0 vy (f(z,y).(z,9)) €S, paratodo (z,y)€ B,(0,0),
es decir,
£(0,0)=0 vy af3(z,y) +(a+z+1)f(x,y) —y*>+2 =0, paratodo (z,y) <€ B,(0,0).
|
Ejemplo 18 Considere el siguiente sistema de ecuaciones
2z +wy? 4 22y = 0
zyzw —1=0.

Note que la cuaterna (x,y, z,w) = (—1,—1,1,1) es una solucion del sistema. Muestre que la pareja
(z,w) se puede expresar en funcion de la pareja (z,y) en alguna bola de R? con centro en (—1,—1).

Solucién. Considere las funciones g1, go : R? — R? dadas por

g1 ((z,w), (z,y)) = 2w+ w?y’ + 2y

g2 ((z,w), (z,y)) = xyzw — 1

y sea
S = {((z,w), (mvy)) € R* xR? | 9 ((sz)7 (.CC,y)) =0, 92 ((va)7 (x,y)) = O} :

Note que g1, g2 € C*(R? x R?) y que ((1,1),(—1,—1)) € S. Ahora,

Z;’;<<z,w>,<x,m> gi’j«z,w),(z,y)) :[32296 2wy3}
TE(Ew), @) G (mw),(ey)| LYY
por lo que 3 P
%((171)7(_17_1)) gi}l((l,l),(—l,—l)) _|:_3 _2:|
0 IS Tl
o, (L), (-1,-1)) 52 ((1,1),(~1,-1))
y como

Y
()
~
|
=
—_
o
| I
Il

(=3)(1) = (=2)(1) = -1 #0

-3 -2
1 1
es invertible. Luego, por el Teorema de la Funcion Implicita, tenemos que existen r > 0y h :

B,(—1,—-1) — R?, con h € C1(R? x R?), tales que h(—1,—1) = (1,1) y h(z,y) = (z,w) para todo
(m,y) € BT’(_la_l) n

se sigue que



4. Teorema de la funcion inversa

Como ya sabemos, para que exista la funcién inversa de una funcién dada es necesario que la
funcién sea inyectiva en su dominio, por ejemplo la funcién f : R? — R2, dada por

flz,y) = (&° — y°, 2y)

no es inyectiva en R?, pues f(—xz,—y) = f(z,y) para toda (z,y) € R?, por lo que no existe la
funcién inversa de f.

(a) A= {(z,z) | 2 >0}y B={(z,z) | x <0} (b) Las imagenes bajo f de los conjuntos A y B
son subconjuntos del dominio de f. coinciden, es decir, f(A) = f(B).

Figura 4: La funcién f(z,y) = (2% — 3, 2zy) no es inyectiva en su dominio.

El Teorema de la Funcion Inversa nos proporciona condiciones para que en un punto dado
exista una bola, que tiene como centro a dicho punto, donde la funcién es inyectiva y por lo tanto
invertible (a esto lo llamamos localmente invertible).

Teorema 19 (de la Funcién Inversa) Sea U C R" un conjunto abierto, To € U y f : U — R"
una funcion tal que f € CY(U). Si Df(Tg) es invertible, entonces existe r > 0 tal que:

(1) f es inyectiva en B,(Tp) C U,
(2) f7': F(B/(T0) — R" es continua en f(B, (%)),
(3) f(Br(To)) CR"™ es un conjunto abierto,
(4) 1 eC(f (B, (o)) y si 7= f(T) € f(Br(To)), entonces
Df™'(y) = Df ' (f(@) = (Df(@) "
Veamos con un par de ejemplos cémo aplicar este teorema.
Ejemplo 20 Considere la funcion f : R> — R?, dada por
fla,y) = (2* = y*,2ay).

Halle los puntos (z,y) € R? donde f es localmente invertible.

10



Solucién. Note que las funciones coordenadas fi, fa : R?> — R estén dadas por

flz,y) =2 -y y fo(z,y) = 2zy.
Asi,
df1 df1
7(.%',y) 7('%7 y)
Df(z,y) = 38}62 aa}g

%(Iyy) Ty(x,y)
|22 -2y
2y 2z |
Por lo tanto det(Df(z,y)) = 422 + 4y* y de aqui que Df(x,y) es invertible si (z,y) # (0,0).
Concluimos, por el Teorema de la Funcién Inversa, que f es localmente invertible en cada (z,y) €
R2, distinto de (0,0). m
Ejemplo 21 Considere la funcién f : R> — R? dada por
fla,y) = (2° + 20y +y°, 2% +y).

¢Es f inyectiva? ;Es f localmente invertible en (1,1)? En caso afirmativo, estime el valor de

f1(4.1,1.8).

Solucién. Note que f(—2,—2) = (4,2) = f(1,1) por lo que f no es inyectiva. Ahora, las funciones
coordenadas fi, fo : RZ — R estdn dadas por

fi(z,y) = 2® + 22y + 4 y faz,y) = 2% +y.
Asi,
0 0
%(w,y) (Tfl(x, Y)
Df(z.y) = | 57, a]%
%(x,y) ({Ty(x, Y)
. 322 + 2y 2z 42y
- 2z 1 ’
Luego

Df(1,1) = B ﬂ

y como det(Df(1,1)) = —3 # 0, entonces Df(1,1) es invertible. Asi, por inciso (1) del Teorema
de la Funcién Inversa, existe r > 0 tal que f es inyectiva en B,(Ty), luego es invertible en B, (Zy).
Ahora, por el inciso (4), tenemos que f~+ € C* (B,(1,1)) y para (4,2) = f(1,1) € f (B.(1,1)) que

Dy =y = 5 e A

11



Finalmente, como la derivada de una funcién en un punto es la mejor aproximacién lineal cerca de
dicho punto, tenemos que

fH4.1,1.8) ~ f71(4,2) + DfY(4.1,1.8) — (4,2)],

es decir,

FHAL18) & (1,1) + [_21/33 —45{?3] [—06%2]

= (1,1) + (—3/10,2/5)
= (0.7,1.4).

12
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