Calculo diferencial e integral 111
Tarea 4

Indicaciones: Resuelva exactamente 8 ejercicios.
Fecha de entrega: Lunes 9 de mayo de 2022.

1. Pruebe que las siguientes funciones son continuas en su dominio:
a) f:R" > R definida como f(Z) = |Z|.
b) f:R" - R definida como f(Z) = f(x1,...,2,) =x;, con i€ {l,...,n}.
¢) L:R" - R™ una funcion lineal.

2. Sea f: ACR" - R™ continua en Tg € A tal que f(Zo) # 0. Pruebe que

a) Existe d >0 tal que f(Z) # 0 para toda T € Bs(Tp) n A.
b) Existen ¢>0y & >0 tales que || f(Z)| > ¢ para toda T € By (To) N A.

3. a) Sea f:AcR" - R"™. Pruebe que f es continua en A si y solo si para todo conjunto
cerrado C ¢ R™ existe un subconjunto cerrado D ¢ R" tal que f_l(C') =DnA.

b) Pruebe que:
1) B = {(;U’y) c R? ‘1 < 2%+ y} es un conjunto cerrado.

2) B= {(x,y,z) eR3

1
Y = —} es un conjunto cerrado.
x

4. Determine si f(A) es conexo. Justifique su respuesta.

a) f:A=R?-R? esta definida por
f(z,y) = (acos(z)sen(y), bsen(z) sen(y), ccos(y)),

con a, b, ¢> 0.

b) Az{(:n,y) ‘y:laj,neZ\{O}}mBl(0,0) cR?y f:A— R esta definida por
n

1 .
() - H siT #(0,0),
1 siz=(0,0).

By, (To) U By, (Tp), con 79 > 11 > 0, T = (z0,90) € R%, T = (z0,y0 + 271 +272) ¥
c

2 5 R esta definida por f(z,y) = .

c) A=
fia

5. Sea f: AcR" - R continua en A, con A conexo y tal que f(T) # 0 para toda T € A. Pruebe
que f(T) <0 para todaZTe Ao f(T) >0 para toda T € A.

6. Sean f: AcR"” — R continua en A, y B ¢ A conexo, cerrado y acotado. Pruebe que existen
a,b e R tales que f(B) = [a,b].

7. Determine si los siguientes conjuntos son compactos. Justifique su respuesta.



a) A= f(R?), donde f:R?* - R? esta definida por

f(z,y) = (acos(z)sen(y),bsen(z)sen(y), ccos(y)),

con a, b, ¢> 0.

b) B:({%|neN}u{0})x[0,1]cR2.
c) C:{(lcos(zﬂ—n),lsen(%—n)) R? | neN}U{(0,0)}.

n no n no

8. Sean A c R" un conjunto no vacio, cerrado y acotado, y 5 € AC. Pruebe que existe Zg € A tal
que g —Zo| < |7 - | para toda T € A. Muestre que la afirmacion anterior no es valida si no
suponemos que A es cerrado. ;Esta afirmacion sigue siendo cierta si Gnicamente suponemos
que A es cerrado? Pruebe su respuesta.

9. Sea f: AcR"™ - R™ continua en A, con A cerrado y acotado. Pruebe que existen 7o, 71 € A
tales que | f(Zo)| <[ f(Z)] <[ f(z1)| para toda T € A.

10. Sea « > 0. Decimos que una funcién f: A c R" - R™ es a-Lipschitz si existe C' > 0 tal que
para cualesquiera 7,7 € A se cumple que

|7 @) - r@l < Clz-y]*

a) Pruebe que toda funcion a-Lipschitz es uniformemente continua.

b) Considere una funcion f: D c R"™ = R™ con D convexo. Demuestre que f es uniforme-
mente continua en D si y sélo si para cualquier € > 0 existe K > 0 tal que

@) - @) < K|z -y]+e

para cualesquiera T,y € D.



