Ultima actualizacién: 16 de marzo de 2023
Clase 18

Recordemos, antes de iniciar esta clase, algunos resultados que ocuparemos en esta sesion:

Observacion 1 Se satisfacen las siguientes afirmaciones:
(1) In(1) = 0.
(2) Si 1< x, entonces In(x) > 0.

(8) Si0 < x <1, entonces In(x) < 0.

1
(4) Por el Primer Teorema Fundamental del Cdlculo, In es derivable en (0,00) y In'(z) = — para
x

cada x € RT. De aqui que In sea creciente en su dominio.
Teorema 2 Para cualesquiera x,y € RY se satisface que
In(zy) = In(x) + In(y).

En esta ocasién introduciremos la funcion exponencial.
La Funcién Exponencial

Como vimos en la Observacién 1, logaritmo natural es una funcién creciente en su dominio, por
lo que resulta una funcién inyectiva en su dominio, asi que podemos considerar la funcién inversa
del logaritmo natural.

Definicion 3 Definimos la funcion exponencial, denotada por exp como la funcion exp : R — R
dada por
exp(z) = In"1(z).

Note que exp(z) € (0,00), para cualquier x € R, pues (0,00) es el dominio de la funcién
logaritmo natural. Con esta observacién podriamos darnos una idea de cémo es la grafica de la
funcién exponencial, pero esperaremos a demostrar mas propiedades de la funcién exponencial.

Teorema 4 Para cualquier x € R se cumple que
exp(z) = exp(z).
Demostracién. Sea = € R. Por el Teorema de la Funcién Inversa, tenemos que

exp(z) = (lnfl)/ (z)



Note entonces que exp es una funcién creciente, pues exp’(r) = exp(x) > 0.
Teorema 5 Para cualesquiera x,y € R se satisface que
exp(z +y) = exp(z) - exp(y).

Demostracién. Sean z,y,u,v € R tales que u = exp(z) y v = exp(y). Entonces, se tiene que

Luego, por el Teorema 2,
r+y = In(u) +1In(v) = In(uv)

y de aqui que
exp(z + y) = uv = exp(x) - exp(y).
]

Recuerda la motivacion con la que iniciamos este capitulo? Queremos hallar una funcién f que
cumpla la ecuacién

flx+y) = f(z)- fy), (1)

y una de las cosas importantes era el valor que tomaba dicha funcién en 1, pues al menos para
cualquier racional r se debia cumplir que

flr)y=(f(1)". (2)
Definiciéon 6 Definimos el nimero e como
e =exp(l).

Proposicion 7 Se tiene que
2<e< 4.

Demostracién. Note que la desigualdad que debemos demostrar es equivalente a
In(2) < In(e) < In(4) (3)
(;por qué?). Por lo que demostraremos (3). Para ello, consideremos las particiones P = {1,2} €

Pugy Q=11,2,4} € P} 4. Se tiene que
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Finalmente, como In(e) = In(exp(1)) = 1, tenemos que
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es decir,
In(2) <In(e) < In(4).

Note que esta proposicién nos proporciona unas primeras cotas para el nimero e, mas tarde
podremos mejorar estas cotas.
Ahora, recordando que la funcién exp satisface la ecuacién (1) y que para cualquier racional r se
cumple la ecuacion (2), damos la siguiente definicién.

Definicién 8 Para cualquier nimero x € R definimos €* como
e’ = exp(x).

Note que hemos logrado definir exponentes de cualquier tipo (jincluso irracionales!) aunque, por
el momento, solo para una base, para el niimero e.

Como vimos en el Teorema 4, la funcién exponencial cumple ser igual a su derivada, pero jserd
la tnica funcién que satisface esto?

Teorema 9 Sea f: R — R una fiuncion derivable en todo R tal que, para todo x € R,

fl(@) = f(=).

Entonces, existe ¢ € R tal que
f(z) = ce”,

para todo x € R.

Demostracién. Consideremos la funciéon g : R — R dada por

Note que la funcién g esté bien definida pues e” > 0 para todo x € R, ademds es derivable en todo

su dominio y
g/(x) _ € f (x()ex_)éf(x)e _ 07

donde la tltima igualdad se da pues f'(x) = f(x) para todo x € R. Asi, existe ¢ € R tal que
g(z) = ¢ para todo x € R. De esto dltimo se sigue que

fx) = ce,

paratodorz € R. m

Continuamos con el siguiente teorema.



Teorema 10 Se cumplen las siguientes afirmaciones

(1) lim e* = occ.

(2)

T—00

lim e* =0.
r——00

Demostracion.

(1) Note lo siguiente, si 0 < z < 1, entonces In(z) < 0, de donde

In(z) < z.

Ahora, si ¥ > 1, consideremos P = {1,x} € &1 ;). Luego,
1 1
/ dt<S(,P>,
t t
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In(z) <1-(z—1),

es decir,

de donde,

In(x) < .
Asi, In(z) < x y de aqui que = < €%, para todo x € (0,00). Ahora, como lim X = 00 se sigue
que T—00

lim e* = oc.

T—r00

Sea € > 0. Supongamos ademads, sin pérdida de generalidad, que € < 1. De esta manera, se
tiene que In(e) < 0y si x < In(e), entonces

Esto es,
lim e* =0.
r—r—00

Otra propiedad muy importante de la funcién exponencial es el hecho de que “le gana a cualquier

polinomio.”

Teorema 11 Sea n € N. Se satisface que

Demostracion. Demostraremos esta afirmacion usando induccién matematica. En el Teorema 10
mostramos que para cualquier x > 0 se cumple que e* > x. Asi,
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para todo x > 0. Ahora, otra vez, por el Teorema 10, tenemos que lim e* = oo, de donde
T—r00

T

lim — = oo.
T—00 I
Supongamos ahora que
xr
lim — =00
x—o00
y demostremos que
7 ex
lim = 00
z—yo0 g1
Note que
_a \ n+l
e’ 1 ent1
n+1 = n+l z
x (n+1) |
Se sigue, utilizando la hipétesis de induccion, que
X
im = Q.
o0 gt
|

La informacién que nos proporciona este Teorema es el hecho de que la funcién exponencial
crece mucho més rapido que cualquier polinomio.
Ahora si podemos hacer un esbozo de la grafica de la funcién e”.

Y

Figura 1: Gréfica de la funcién exponencial.



