Ultima actualizacion: 22 de marzo de 2023
Clase 20

En esta ocasion aprovecharemos que ya conocemos a la funcién exponencial para introducir
otras funciones, éstas presentardn muchas similitudes con las funciones trigonométricas.

Funciones Hiperbdlicas

Definicion 1 Definimos las funciones seno hiperbodlico, coseno hiperbdlico y tangente hi-
perbdlica, denotadas por senh, cosh y tanh, respectivamente, como las funciones senh : R — R,
cosh: R — R y tanh : R — R dadas por
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Teorema 2 Para cualesquiera x,y € R se satisafacen las siguientes afirmaciones:
(1) cosh?(z) — senh?(x) = 1.

1
(2) tanh?(z) + m =1.

(3) senh(z + y) = senh(«) cosh(y) + senh(y) cosh(z).
(4) cosh(z +y) = cosh(z) cosh(y) + senh(z) senh(y).
(5) senl(z) = cosh(z).
(6) cosh/(z) = senh(z).
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(7) tanh/(z) = coslZ(1)

Demostracién. Solo mostraremos algunos incisos y el resto se quedan como ejercicios.

(1) Se tiene que

cosh?(z) — senh?(z) =



(3) En este inciso conviene desarrollar el lado derecho de la igualdad.
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= senh(z + y).

(5) Aunque en el enunciado del teorema no pide demostrar que las funciones hiperbdlicas son deri-
vables, es preciso comentar que lo son, pues, por definicién, se obtienen a partir de operaciones
bésicas entre funciones derivables. Ahora,
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(a) Se muestra el conjunto {(u,v) | u? +v* =1}. (b) Se muestra el conjunto {(u,v) | u? —v? =1}

Figura 1: El punto de coordenadas (cos(x),sen(x)) determina una seccién de la circunferencia

x
de drea —, mientras que el punto de coordenadas (cosh(z),senh(z)) determina una regién (la

sombreada) de la hipérbola de rea g



Como lo habran notado en el teorema anterior, las funciones hiperbdlicas cumplen propiedades
muy similares a las propiedades de las funciones trigonométricas, mas ain, el inciso (1), justifica el
nombre que se les da a las funciones hipoerbdlicas, vea figura 1.

Observacion 3 Note que:
(1) Dado que €Y > 0 para cualquier y € R, se tiene que

senh’(z) = cosh(z) = % > 0,

para todo x € R. Por lo que el seno hiperbdlico es una funcion creciente en todo su dominio,
luego es inyectiva en todo R. Ast, existe la funcién inversa de senh y la denotaremos por senh ™" .

et —e™®
(2) Se tiene que — > 0 siy slo sie®—e % >0y esto ocurre si y sdlo si € —1 > 0. Luego,
et — 7
senh(z) = — > 0 si y solo si x > 0. Asi, cosh’(z) = senh(z) > 0 si y sdlo si x > 0. Por
lo tanto, cosh es creciente en [0,00) y de aqui que cosh sea inyectiva en [0,00). A la inversa
de la funcion cosh en [0,00) la denotaremos por cosh™!.

(3) Dado que tanh'(x) =

——— > 0 para todo v € R, se tiene que tanh es inyectiva en R.
cosh”(x)
Denotaremos por tanh™! a la funcidn inversa de tanh.

Teorema 4 Se cumplen las siguientes afirmaciones:

(1) senh (cosh™!(z)) = V22 — 1, para cualquier z > 1.

(2) cosh (senh_l(x)) =1+ 22, para cualquier x € R.

1
(3) (senhfl), () = ———, para cualquier x € R.
V1422
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(4) (cosh_l)/ (x) = T para cualquier x > 1.
$ —_—
—1\/ 1 .
(5) (tanh™') (z) = 2 bara cualquier |z| < 1.
-z

Demostracién. De manera similar que en el teorema anterior, solo demostraremos algunos incisos,
los demés quedan como tarea.

(1) Del inciso (1) del Teorema 2, se tiene que |senh(y)| = y/cosh?(y) — 1, para todo y € R. Ahora,

dado que senh(y) > 0 si y s6lo si y > 0 (vea inciso (2) de la Observacién 3) y cosh™!(x) > 0
para toda x > 1, se tiene que

senh (cosh_l(:c)) = lsenh (cosh_l(:z))} = \/cosh2 (cosh_l(x)) - 1.
Pero note que cosh? (cosh_l(:v)) = (cosh (cosh_l(as)))2 = 22, por lo que

senh (cosh™ (7)) = V22 — 1,

para toda = > 1.



(3) Dado que senh’(z) = cosh(z) # 0 para toda z € R, por el Teorema de la Funcién Inversa, se
tiene que senh™! es derivable en todo R vy, para cada z € R,

senh ™) (z) = !
(senb ™)’ (2) senh’ (senh™!(z))
1
~ cosh (senh_l(:x))
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Note que en la dltima igualdad hemos usado el inciso (2) de este teorema.

Ejemplo 5 Sean a < b. Halle
b
— dx.
V1+ 22

Solucién. Por el inciso (3) del Teorema 4, sabemos que (senh_l), (x) = 5 Para cualquier

1
vi+z
x € R. Asi, por el Segundo Teorema Fundamental del Célculo, se tiene que

b

1
/m dx = senh™!(b) — senh ™ (a).

a



