Calculo diferencial e integral 1
Ayudantia 03

Ejercicio 1. Halle el conjunto de nimeros x € R tales que
2° +32% —4dx — 4> 8

Demostracion. En primer lugar, notamos que la desigualdad anterior es equivalente a
234322 — 42 —12 >0,

lo cual se obtiene al sumar —8 en ambos lados de la desigualdad. Para aplicar los resultados que
conocemos, intentemos obtener una factorizacién de la expresién que aparece a la izquierda de la
desigualdad, para ello, notemos que

23 4322 — 4 — 12 = (z - 2) (m2+5x+6)
=(x—-2)(x+2)(x+3)

por lo cual, la inecuacién que nos interesa es equivalente a
(x—=2)(x+2)(z+3) > 0.

Considerando lo anterior, queremos que el producto de tres niimeros sea mayor que 0, lo cual
nos lleva a los siguientes casos:

(1) Los tres nimeros son positivos: notemos que si a, b, ¢ > 0, entonces ab > 0, lo cual implica
que abc > 0.

(11) Dos nuimeros son negativos y uno positivo: si a > 0y b, ¢ < 0, entonces bc > 0 (;puede decir
por qué?), y por lo tanto, abc > 0.

. Por qué no puede ocurrir que haya dos niimeros positivos y uno negativo?
A continuacién, analizamos cada uno de los casos.

Caso Entonces x +2 > 0,2 +3 >0y z —2 > 0, lo cual implica que z > —2, z > -3 y
x > 2. Ahora, para obtener la conclusiéon deseada, notemos que se deben cumplir las 3 condiciones al
mismo tiempo, asi que el conjunto solucién se obtiene al considerar la interseccién de los respectivos
conjuntos solucién de las tres desigualdades, entonces

61 = (—2,00)N(—=3,00) N (2,00) = (2,00).

Caso [(11)l En este caso hay que elegir 2 de los 3 nimeros para que sean los que consideramos
negativos, es decir, tenemos (;’) = 3 subcasos. Analicemos cada uno de ellos.

Subcaso 1. Supongamos que z — 2 > 0, entonces ¢ + 3 < 0y x 4+ 2 < 0. Lo anterior implica
que x > 2, z < =3 y ¢ < —2. Nuevamente, debemos considerar la interseccién de los respectivos
conjuntos solucién de las tres desigualdades, asi que

©> = (2,00) N (—00,—3) N (—o0, —2) = 2.

Por lo tanto, en este caso no hay valores que satisfagan todas las condiciones.



Subcaso 2. Ahora supongamos que x + 3 > 0, entonces x —2 < 0y =+ 2 < 0. A partir de
esto se sigue que > —3, r < 2 y x < —2. Luego, obtenemos otro conjunto solucién al considerar
la interseccién de los respectivos conjuntos solucién de las tres desigualdades, esto es,

@ = (=3,00) N (—00,2) N (—00, —2) = (=3, ~2).

Subcaso 3. Consideremos que x + 2 > 0, de donde, x —2 < 0y x + 3 < 0. De esto se obtiene
que x > —2, x < 2y x < —3, entonces

61 = (—2,00) N (—00,2) N (=00, —3) = 2.

En conclusién, el conjunto solucién es la unién de los anteriores conjuntos soluciones parciales,
es decir,

%:(glU%QU(ggLJ(é;:(Q,OO)U(—?),—Q).

Continuamos con el siguiente resultado.
Lema 2. Sean a, b € R con b > 0. Se cumple que |a| > b si y sdlo sia>b oa < —b.

Demostracion. Supongamos que |a| > b. Si a > 0, entonces por definicién de valor absoluto se tiene
que |a|] = a, asi que a = |a|] > b, de donde a > b. Por otro lado, si a < 0, entonces |a| = —a, por lo
cual —a = |a| > b, de donde —a > b, lo cual implica que a < —b. De lo anterior se sigue que a > b
oa< —b.

A continuacién, supongamos que ¢ > b o que a < —b. Si a > b, entonces a > 0, de donde
|a] = a, lo cual implica que |a| > b. Por otro lado, si a < —b < 0, entonces 0 < b < —a, de donde
|a] = —a y por lo tanto |a| > b. De ambos casos se concluye que |a| > b. O

Ejemplo 3. Halle los niimeros = € R tales que |z + 4] > 5.

Demostracién. Tenemos que 5 > 0, as{ que podemos aplicar el Lema [2l Ahora, en virtud del
mencionado Lema 2| nos basta encontrar x € R tal que x+4 > 50 x4+ 4 < —5. En el primer caso,
six+4 > 5, entonces £ > 5 — 4 = 1; mientras que si ¢ +4 < —5, entonces x < —5 —4 = —9. Por
lo tanto, el conjunto de puntos que cumplen la desigualdad pedida estd dado por la unién de los
intervalos (—oo, —9] y [1, 00). O

Observacion 4. Notemos que en el enunciado del Lema [2] es posible cambiar el signo de mayor o
igual por el de mayor, es decir, dados a, b € R con b > 0 se cumple que |a] > bsiysélosia>bo
a < —b.

Ejercicio 5. Halle todos los nimeros x € R tales que

1 < 1 < 1

6= |z—5] 3
Demostracion. Es importante notar que no puede ocurrir que = 5 porque en tal caso ob-
tendriamos |z — 5| = [5 — 5| = |0| = 0, lo cual nos llevarfa a una divisién entre 0, pero esto es

imposible (;puede decir por qué?).



Tenemos que un valor x € R cumple la desigualdad que nos interesa si satisface las siguientes
dos desigualdades: % < ﬁ y @%5' < % Asi que hallaremos los valores para los cuales se cumplen
cada desigualdad y al final consideraremos la interseccién para obtener el conjunto solucion.

Tenemos que z € R cumple que % < \x%5| si y s6lo si 6 > |x — 5| porque estamos considerando
los reciprocos de valores positivos, asi que la desigualdad se invierte. Escribimos la desigualdad
anterior como |x — 5| < 6. A continuacién, usamos el lema que dice que si a,b € R con b > 0,

entonces |a| < b siy sélo si —b < a <b, con lo cual obtenemos que
—6<2r-5<6

y al sumar 5 a cada término de la desigualdad obtenemos la siguiente cadena de desigualdades que
es equivalente a la anterior
1<z <11,

Por lo tanto, en este caso, el conjunto solucién es ¢ = [—1, 11].
1

lz—5]
> 0, asi que podemos tomar los respectivos reciprocos y obtenemos la

Ahora, para analizar la desigualdad
1
|z—5]
desigualdad equivalente 3 < |x — 5|. Luego, en virtud de la Observacién {4 debe cumplirse que
3<zr—5oquex—5 < —3. En el primer caso, se debe tener que 8 < x, mientras que en el segundo

se tiene que x < 2. Por lo tanto, el conjunto solucién que obtenemos aqui es

< %, notamos que tenemos una desigualdad de térmi-

nos positivos porque

% = (8,00) U (—00,2).

Finalmente, el conjunto soluciéon buscado es

C =N =[-1,11]N((8,00) U(~0,2)) = [~1,2) U (8, 11].



