Calculo diferencial e integral 1
Ayudantia 04

Ejercicio 1. Demuestre usando el principio de induccion matemdtica que

S _ n(n+1)(2n+1)
U

para todo niumero natural n.

Demostracion. Haremos la prueba por induccién sobre n.

Base de induccién. Supongamos que n = 1. Por un lado obtenemos

donde la primera igualdad se obtiene por definicion de la notacién sigma, mientras que por otro

lado se tiene que
I1+1)(2(1)+1)  2(3) 1
6 6

Por lo anterior, en este caso se cumple que

Lo, 11+ 1)(21) +1)

Esto prueba la base de induccién.

Hipétesis de induccién. Supongamos que para n > 1 fijo se cumple el resultado, es decir,
supongamos que

S ~n(n+1)(2n+1)

Paso inductivo. Demostremos que el resultado es cierto para n + 1, esto es, probemos que

§ o V(D DR ) D) (Dt 20+
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Procedemos a la prueba. Notamos que

n+1

diP=D P+t 1) (1)
j=1 j=1

_n(n+ 1)6(2n + 1) b+ 1)? (2)
n(n+1)(2n + 1) + 6(n + 1)?
6
(n+1) (2n* 4+ n+ 6n + 6)
6




(n+1) (2n® + Tn + 6)

6
(n+1)(n+2)(2n +3)
donde |1| se obtiene por definicién de la notacién sigma y se sigue a partir de la hipdtesis de
induccién. Esto concluye la prueba. O
Ejercicio 2. Considere la sucesion de Fibonaci Fy, Fs, ..., y demuestre que

(F)2 + (F) 4+ (Fu)? = Fp - Foy1.

Demostracion. Haremos la prueba por induccién sobre n.

Base de induccién. Supongamos que n = 1. Entonces solo tenemos la suma (F})? = (1)2 = 1.
Por otro lado, F} - F5 =1-1=1.
Ahora, consideremos n = 2. Por un lado tenemos que

(F1)* + (F2) = (1) + (1)* =2,

mientras que por otro,
Fr F3=1-2=2.

Esto termina la prueba de la base de induccion.
Hipétesis de induccién. Supongamos que el resultado es cierto para n > 2 fija, es decir,

supongamos que
(F1)? + (F2)* + -+ + (Fn)® = Fy - Fos1.

Paso inductivo. Demostremos que el resultado es cierto para n + 1, es decir, probemos que
(F)? 4+ (Fo)” + -+ (Fu)? + (Fuy1)® = Foga - Flag1)y41 = Fnt1 - Fago.

Procedemos a la prueba. Para ello, observamos que

(F1)* + (F2)* + -+ (Fn)* + (Fag1)” = Fo - Fur + (Fon)? (4)
= L'n+1 (Fn + Fn+1)
= L'n41 - Fn+2 (5)
donde [4] se obtiene a partir de la hipétesis de induccién y [ se sigue a partir de la definicién de la
sucesién de Fibonacci. Esto termina la prueba. ]
Ejercicio 3. Sea a1, a3, as, ... una sucesion de nimeros reales positivos que satisface

2

n n
3 _ .
dd={2w
i=1 i=1

para todo entero positivo n. Demuestre que a, = n para toda n > 1.



Demostracion. Haremos la prueba por induccién sobre n.

Base de induccién. Supongamos que n = 1. Por un lado tenemos que

1

3_ .3
E a; = ag,
j=1
mientras que por otro

> aj | = (a).

j=1

Entonces a:f = a%, y como a; > 0 por hipétesis, al dividir ambos términos por a% obtenemos

que a1 = 1. Esto termina la base induccion.

Hipétesis de inducciéon. Supongamos que el resultado es cierto para toda 1 < k < n con
n > 1 fijo, es decir, supongamos que a; = k para toda 1 < k < n.

Paso inductivo. Demostremos que el resultado es cierto para n + 1, esto es, probemos que
n+1 =N+ 1.
Notemos que por un lado tenemos que

n+1 n
Z af = Z ag? + a?ﬁ-l (6)
j=1 j=1
= ng + ai+1 (7)
j=1
n(n+1)\?
(MY ®

donde [6] se obtiene por propiedades de la notacién sigma, [7] se sigue por la hipétesis de induccién,
pues estamos sustituyendo todos los a;’s por su respectivo valor j, y finalmente [§]se obtiene usando
el Ejercicio 1 de la Seccién 2 de la Tarea 1.

Ahora, por otro lado,

1
n+1 2 n nt
Z a; = Z a; + Gpt1 (9)
j=1 j=1

2

= Zj + an+1 (10)
j=1
2
= <n(n2—i—1) + an+1> (11)
2
= <n(n2—i—1)> +nn+1)ap+1 + aiﬂ (12)

donde [9] se obtiene por las propiedades de la notacién sigma, [I0] se sigue a partir de la hipStesis de
induccion, y [11] se obtiene por el Ejercicio 1 de la Seccién 2 de la Tarea 1.



Luego, por la hip6tesis general, se tiene que [§y [I2] son iguales, es decir,

nin+1)\2 nin+1)\2
<(2)) + g = <(2)> +n(n+Dan1 +ap,

de donde obtenemos que
iy = apyy —n(n+ Danis =0,
o bien, luego de dividir entre a,y1 porque a,41 > 0 por hipdtesis,
@241~ i1 —n(n+1) =0
y al factorizar resulta
(ant+1+n) (apy1 — (n+1)) =0.

Observamos que se trata de una ecuacién cuadratica, por lo cual tenemos dos posibles soluciones
Gn4+1 = —n 0 bien an+1 = n + 1. Como por hipétesis se tiene que a,+1 > 0, entonces descartamos
la solucién a,11 = —n < 0 y por lo tanto se cumple que a,4+1 = n+ 1. Esto termina la prueba. [

Ejercicio 4. Pruebe que el nimero v/5+ /7 es irracional.

Demostracién. Por contradiccién. Supongamos que v/5 + /7 es un nimero racional, es decir, su-
pongamos que existen a,b € Z con med(a,b) = 1 tales que

a
Entonces v/5 = 7= V7, de donde se sigue que

2 a 2 o2 2aV7
= () = () a2
a partir de esto se sigue que
a? _ 2a/7

Z 19—
b2+ b’

y entonces
a® 4 2b% = 2abV/7.

Nuevamente, elevar al cuadrado ambos términos obtenemos que
a* + 4a*V? + 4b* = 2847p*
de donde
at — 24a%0? + 4b* =0 (13)

Notamos que lo anterior implica que 2 divide a a* pues 2 divide a —26a2b?, a 4b* y a 0. Ahora,
esto implica que 2 divide a a porque 2 es un numero primo. Por esto, existe p € Z tal que a = 2p,
a partir de lo cual se obtiene que la ecuacién [13|se convierte en

16pt — 4(24)p?b* + 4b* = 0,
o bien, dividiendo toda la expresion entre 4,
4p* — 24p*? + bt = 0.

Lo anterior implica que 2 divide a b*, de donde se sigue que 2 divide a b, pero esto contradice
que a y b no tienen factores en comun (nuestra hipdtesis era que mcd(a,b) = 1). Por lo tanto,
V5 + /7 es un ntmero irracional. Esto termina la prueba. O



