Calculo diferencial e integral 1
Ayudantia 08

Ejercicio 1. Halle el supremo y el infimo de los siguientes conjuntos (cuando dichos valores exis-
tan). Ademds, decida cudles de ellos tienen elemento mdximo y elemento minimo.

1) {1 |neN}
) {L |neZ n#0}

Demostracion. Denotemos A = {% |neN } Afirmamos que A es acotado superiormente. Para
verlo, tenemos que 1 es una cota superior pues si n € N, entonces 1 < n, de donde % < 1. También,
A es acotado inferiormente, para ello basta ver que 0 es una cota inferior de A porque para todo
n € N se tiene que 0 < n, lo cual implica que 0 < % Yaquel € Aporquel € Ny % = 1, obtenemos
que A # @. Asi, en virtud del Axioma del supremo y el Teorema del infimo obtenemos que existen
sup(A) e inf(A).

Afimacién 1. sup(A) = 1.

Ya tenemos que 1 es cota superior de A. Ahora, sea y € R otra cota superior de A. Queremos
demostrar que 1 < y. Por contradiccién, supongamos que y < 1. Ya que y es cota superior de A,
entonces para toda x € A se tiene que x < y, pero esto implica que 1 < y, lo cual contradice nuestra
hipétesis. Por lo tanto, y < 1. Entonces, por definicién de supremo obtenemos que sup(A) = 1.

Afirmacién 2. inf(A) = 0.

Ya vimos que 0 es una cota inferior de A. Sea z € R otra cota inferior de A. Queremos ver
que z < 0. Procedemos por contradiccion. Supongamos que 0 < z. Entonces, por la propiedad
arquimediana existe ng € N tal que % < Zz, pero nio € A, lo cual contradice que z es una cota

inferior de A. Por lo tanto, z < 0. Por lo tanto, inf(A) = 0.

A partir de la Afirmacién 1 obtenemos que A tiene maximo porque 1 = sup(A) € A. Entonces,
por definicién de méximo tenemos que max(A) = 1. Por otro lado, como 0 ¢ A, entonces, por
defincién de minimo, A no tiene minimo.

Denotemos B = {% ln€eZ, n#0 } Notamos que B es acotado superiormente por 1, para
mostrarlo, notamos que sin € Z y n > 0 entonces 1 < n, de donde % < 1, mientras que si n < 0,

entonces ;- < 0 < 1. Por lo tanto, 1 es cota superior de B. Ademds, —1 es cota inferior de B ya
que sin € Z y n > 0, entonces % > 0 > —1, mientras que si n < 0 entonces n < —1, de donde
—-1< % Por lo tanto, —1 es una cota inferior de B. Ahora, como 1 = % € B, tenemos que B # O,
asi que por el Axioma del supremo y el Teorema del infimo obtenemos que existen sup(B) e inf(B),
respectivamente.

Afirmacién 1. sup(B) = 1.

Sea y € R otra cota superior de B, queremos demostrar que 1 < y. Procedemos por contra-
diccién. Supongamos que y < 1. Como y es cota superior de B, entonces x < y para toda x € B,
pero 1 € B, lo cual implica que 1 <y, y esto es una contradicciéon. Por lo tanto, 1 < y. Luego, por
definicién de supremo obtenemos que sup(B) = 1.

Afirmacién 2. inf(B) = —1.
Sea z € R otra cota inferior de B. Queremos probar que z < —1. Por contradiccién. Supongamos
que —1 < z. Ahora, como z es cota inferior de B se cumple que z < x para toda x € B, pero



-1 = }1 € B, de donde se sigue que z < —1, pero esto contradice la hipdtesis. Por lo tanto,

z < —1. Entonces inf(B) = —1 por definicién de infimo.
Ya que sup(B) = 1 € B e inf(B) = —1 € B, obtenemos por definicién de maximo y minimo
que B posee méximo y minimo y ademas max(B) = 1 y min(B) = —1. O

Ejercicio 2. (1) Suponga que y — x > 1. Demuestre que eziste un entero k tal que x < k < y.
Indicacion: Sea | el mayor entero que satisface | < x y considere [ + 1.

(1) Suponga que x < y. Demuestre que existe un nimero racional r tal que x < r < y. Indicacion:
Si % <y —x, entonces ny —nx > 1.

(111) Suponga que r < s son nuimeros racionales. Demuestre que existe un nimero irracional entre
r y s. Indicacion: Para empezar se sabe que existe un numero irracional entre 0 y 1.

(1v) Suponga que x < y. Demuestre que eziste un nimero irracional entre x y y. Indicacion: Esto

es consecuencia de los incisos y.

Demostracion. Supongamos que y —z > 1. Entonces y > z+1. Sea ¢ = |z| € Z. Entonces ¢ < z
y luego = < ¢+ 1, ya que en caso contrario ¢ no seria la parte entera de x. Finalmente, notemos que

r<tl+l<z+1l<uy,
asi que basta tomar k = |z| + 1.

Supongamos que x < y. Entonces 0 < y — x, asi que por la propiedad arquimediana existe
ng € N tal que nio < y — z. Lo anterior implica que 1 < no(y — ) = ngy — nox. Ahora, en virtud
del inciso anterior existe k € Z tal que noz < k < ngy. Luego, al multiplicar la cadena de
desigualdades obtenemos que

k
< — <y.
no

Asi, basta tomar r = % Esto prueba lo deseado.

Supongamos que 7 < s con 7 y s ntimeros racionales. Ya sabemos que 1 < v/2 < 2 y que
V/2 es un ntmero irracional. Entonces % > 0 también es un nimero irracional. Lo anterior implica
(11)

L

que 5 < % y, en virtud del inciso existe k € Q tal que

Lock<
V2 V2
asi que al multiplicar por v/2 > 0 obtenemos que

r<kvV2<s.

Como k € Q y /2 es irracional, obtenemos que kv/2 es un niimero irracional, asf, entre r y s existe
un nimero irracional.

Supongamos que x < y. Entonces por el inciso existe r € Q tal que z < r < y. Ahora,
como r < ¥y, a partir de ese mismo inciso obtenemos que existe s € Q tal que r < s < y. Luego,



como r < s con ambos nimeros racionales, entonces por el inciso [(11)| anterior, existe ¢ nimero
irracional tal que r < t < s, esto es
r<r<t<s<uy,

y por lo tanto t es un ntimero irracional que cumple
r<t<y.

Esto prueba lo deseado. O

Observacion 3. Las propiedades demostradas en el Ejercicio [2] anterior tienen un nombre: la
propiedad del inciso es decir, que entre cualesquiera dos niimeros reales distintos existe un
numero racional, se conoce como densidad de los niimeros racionales dentro de los nimeros
reales; mientras que la propiedad del inciso esto es, que entre cualesquiera dos niimeros reales
distintos existe un numero irracional , se conoce como densidad de los niimero irracionales
dentro de los niimeros reales.



