Calculo diferencial e integral 1
Ayudantia 13

Funciones trigonométricas

En esta sesién, en primer lugar, daremos una definicién intuitiva de las dos principales funciones
trigonométricas: seno y coseno. Una vez dadas dichas definiciones recordaremos las otras 4 funciones
relacionadas.

Definicién 1 (Funciones trigonométricas (parte 1)). Consideremos el plano cartesiano XY. Re-
cordemos que medimos los angulos respecto a la parte positiva del eje X; si es en sentido contrario
a las manecillas del reloj decimos que el angulo es positivo y si es en el sentido de las manecillas
del reloj, entonces el dngulo tiene medida negativa (vea la Figura |1)).
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Figura 1: Medicién de angulos.

Ahora, consideremos la circunferencia unitaria con centro en (0,0) y tomemos la interseccién
del rayo que define al dngulo de medida = € R (note que no hay restriccién en el signo de ), dicho
punto tiene coordenadas (xg, yo). Definimos las funciones seno y coseno, denotadas por sen y cos,
respectivamente, como

sen() = yo

cos(x) = xp,

es decir, se cumple que
(cos(z), sen(x)) = (w0, yo)-



(CU" é‘)/ Yek(x))

e m =D
¢
£

Figura 2: Definicién de las funciones seno y coseno.

Observacion 2. Como lo mencion6 Oscar, a partir de la definicién anterio es inmediato que
|sen(z)| <1

y también
|cos(x)| < 1.

Definicién 3 (Funciones trigonométricas (parte 2)). Definimos las funciones tangente, cotan-
gente, secante y cosecante, denotadas por tan, cot, sec y csc, respectivamente, por

_ sen(z) sec(z) = !
(1) tan(z) = cos(z) (111) see(z) cos(z)

_ cos(x) cse() — 1
(11) cot(z) = sen(x) (1v) ese(z) sen(x)

Pregunta 4. ;Cudl es el dominio de cada una de las funciones que aparecen en la definicion
anterior?

Teorema 5 (Limites trigonométricos). Si ¢ € R, entonces:
(1) lim sen(z) = sen(c).
Tr—C
(11) lim cos(x) = cos(c).
Tr—cC
Demostracion. A partir de la Definicién [1| obtenemos que para toda x € R se cumple que

[sen(z)] < |z|. (1)



Sen

)

A _-- ﬁ=~ [N

Figura 3: Ilustracién de la desigualdad .

Ahora procedemos a las pruebas.

Sea € > 0. Recordamos del curso de Geometria Analitica que

sen(z) — sen(y) = 2 cos <"’“";y> sen <$;y> .

A partir de lo anterior obtenemos que

|sen(x) — sen(c)| = ’2cos (9”;0) sen (a: ; c)
o (55 b (557)
< 2(1) [sen <$ _ C>

T —c
2

= |z — |

=2

[\

<2

(3)

donde la desigualdad se obtiene a partir de la Observacion [2 mientras que la desigualdad se

obtiene a partir de la desigualdad .

En virtud de lo anterior, proponemos § = ¢ > 0. Si € R cumple que 0 < |z — ¢| < 4, entonces

|sen(x) —sen(c)| < |z —¢| <d=e.

'La definicién anterior se formalizard en su curso de célculo integral, donde se utilizard una integral para definir

a la funcién seno y, a partir de ella, se definird a la funcién coseno (y las subsiguientes funciones).



Luego, por definicién de limite obtenemos que lim sen(x) = sen(c).
Tr—cC

Sea & > 0. A partir de nuestro curso de Geometria Analitica sabemos que

cos(z) — cos(y) = 2sen (“"’“’2“/> sen (T) .

En virtud de la igualdad anterior obtenemos que

|cos(z) — cos(c)| = ‘2sen (m ‘2" C) sen <:L” ; c>‘

xr—+c T —cC
sen <2>‘ sen( 5 >
r—c
2

=lz—(

=2

<2

donde la desigualdad se obtiene a partir de la Observacién [2|y de la desigualdad .
Finalmente, proponemos § = ¢ > 0. Asi, si € R cumple que 0 < |z — ¢| < §, entonces

|cos(z) — cos(c)| < |z — ] <0 =e.

Por lo tanto, por definicién de limite obtenemos que lim cos(z) = cos(c). O
Tr—cC

El siguiente resultado es inmediato a partir de la definicién de las funciones trigonométricas
involucradas y del Teorema del adlgebra de limites.

Corolario 6. Sea ¢ un niumero real en el dominio de la funcion indicada. Se cumple que:

(1) ignc tan(x) = tan(c). (111) glclg}: sec(x) = sec(c).
(11) iu_rr)}: cot(z) = cot(c). (1v) gl;_}mc cse(x) = esc(c).

Limites importantes
Teorema 7. Se cumple que

(1) lim sen(r) _ (i1) lim 1 —cos(z)

z—0 xT x—0 x

=0.

Demostracion. Para el calculo de cualquier limite no es necesario considerar todo el dominio
de la funcién, sino solamente un intervalo que contenga al punto que nos interesa. Asi, restringi-
remos nuestro andlisis al intervalo (—%, g) Ademds, por la propia definicién de limite, tampoco
necesitamos considerar al punto de interés, por lo cual siempre tomaremos puntos x # 0.

Asi, dada z € (—%, g) \ {0}, consideremos la siguiente construccién geométrica en el plano car-
tesiano: sea A el punto (1,0), sea P = (cos(z),sen(z)) el punto donde se intersecan la circunferencia

unitaria con centro en (0,0) y el rayo que define al dngulo de medida z, tomemos B el pie de la



P: (co&(x\/ k\-\(:x))

Figura 4: Construcciéon geométrica en el caso x < 0.

perpendicular desde P hacia el eje X, esto es, B = (cos(x),0); finalmente, consideremos el arco de
la circunferencia con centro en (0,0) y radio cos(x), y sea C su interseccién con el rayo OP.
La construcciéon anterior muestra que

area (sector OBC') < drea (AOBP) < area (sector OAP)

Ya que sabemos que el drea de un tridngulo se puede obtener como la mitad del producto de
su base por su altura, tenemos que area (AOBP) = w, y aqui usamos el valor absoluto
de sen(x) porque la altura de un tridngulo siempre es un nimero positivo. También, sabemos que
el area de un sector circular con angulo central x y radio r es igual a % Por lo tanto, la cadena
de desigualdades anterior se convierte en

cos?(x) |z| < cos(z) [sen(z)] < 12 |z|
2 - 2 - 27

que al multiplicar por m > 0 se convierte en
sen(x 1
sy < 0]
|| cos(z)
Ahora, por la Definicién [1| tenemos que si z € (—%,%) \ {0}, entonces z y sen(z) tienen el
mismo signo, por lo cual, en este caso lsefz(lx” = Ser;ﬂ ¥, por lo tanto, para toda z € (-5, %) \ {0}

se cumple que @ 1
sen(x
<

cos(z) < .
(z) = x  ~ cos(x)
, . . . . , 1 1 _
Por el Teorema |(11)| sabemos que ilir(l) cos(x) = cos(0) = 1, y esto implica que il_)]n% @ — 1 L
Asi, estamos en condiciones de aplicar el Teorema del Sdndwich, y por lo tanto

sen

lim ﬂ =1.

z—0 X



@ Usaremos el inciso anterior para demostrar el limite solicitado. Para ello, notemos que si
x # 0, entonces

1 — cos(x) _ (1 —cos(z) (1 + cos(x)))
x x (1 4 cos(x))

1 — cos?(x)

1 (14 cos(z))
sen?(x)
2 (1 + cos(x))
sen(z)  sen(z)

T 1+ cos(z)’

Como h’n%) sen(x) = sen(0) = 0, hrn (14 cos(x)) =1+ cos(0) =1+ 1=2, por el teorema del
T—

algebra de limites obtenemos que

sen(x 0

im # =—-=0.

z—0 1+ cos(z) 2

Y ya que por el inciso anterior sabemos que HH(]J =7 =1, entonces, por el dlgebra de limites
T—

obtenemos que

1—
lim 22C05@) g, (sen@)_sen@) N 00,
20 x 0 x 1 + cos(x)

Esto termina la prueba. O

La prueba del siguiente resultado es un Ejercicio para el lector.

Proposicion 8. Sea f una funcion definida en un intervalo alrededor de 0. Supongamos que

x
lim M =1 y consideremos b # 0, entonces
z—0 X
b
tim 702 _ .
z—=0 X
O
) , . sen(ax)
Corolario 9. Sia # 0, entonces lim =a
z—0 X
g : o . sen(z)
Demostracion. En virtud del inciso |(1)| del Teorema |7| sabemos que hn% ———= =1, y por la
r— T
Proposicién |8, como a # 0, al tomar f(z) = sen(z) obtenemos que
lim sen(az) =a(l) = a.
z—0 X
Esto termina la prueba. O



