Calculo diferencial e integral 1
Ayudantia 17

Teorema 1. Todo niumero positivo admite una raiz cuadrada positiva, es decir, st « € R cumple

a > 0, entonces existe x € R tal que 2* = .

Demostracion. Consideremos la funcién f : R — R definida por f(z) = 22. Ya sabemos que f es
continua en R. Demostraremos que existe x € R tal que f(z) = a. Tenemos que

fla+1)=a*+2a+1>a>0=f(0),

y como f es continua en [0,a + 1], a partir del Teorema del Valor Intermedio se sigue que existe
7 € (0,a+1) tal que f(z) = a, esto es, * > 0y 22 = a. Esto termina la demostracién. O

Observacién 2. Notemos que el Teorema [I] se puede extender atin méds:
Teorema de existencia de raices n-ésimas. Seann € Ny a € R.

(1) Si @ > 0, entonces existe z € R con z > 0 tal que 2" = «, es decir, existe una raiz n-ésima
positiva de a.

(11) Sin es impar, entonces existe una raiz n-ésima de « para toda a € R.

Notemos que la prueba del inciso es totalmente andloga a la realizada para demostrar el
Teorema |1} Por otro lado, para demostrar el inciso usamos el inciso el caso a > 0 es
considerado en el primer inciso; ahora supongamos que a < 0, entonces —«a > 0, por lo cual, existe
z € R tal que 2" = —q, asi que

porque n es impar (justo aqui es donde se necesita la hipétesis de que n es impar).

El siguiente resultado generaliza ain maés el teorema anterior.
Teorema 3. Sin € N es impar, entonces cualquier ecuacion de la forma
2"+ ap_12" o+ ag =0
admite una raiz.
Demostracion. Observe que queremos demostrar que existe xgp € R tal que
zh + ap—12" 4+ +ag =0,

Como es de esperarse, utilizaremos una funcién auxiliar y trataremos de aplicar el Teorema del
Valor Intermedio en un intervalo adecuado. Sin mayor sorpresa, consideremos f : R — R dada por
f(xz) = 2"+ ap_12""! +--- 4+ ag. Ahora, notemos que para = # 0 se cumple que

an—1 ag
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F(@) =" + pa™ e bag = o (14



lo cual nos sugiere utilizar la informacién que tenemos sobre la funcién g(x) = 2™ que cuando n es
impar toma valores positivos y valores negativos.

Notemos que por la desigualdad del tridangulo y las propiedades del valor absoluto se cumple
que
‘an71| |a0|

an—1 ao
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de donde parece buena idea acotar cada término. Notemos que sin pérdida de generalidad podemos

suponer que ay # 0 para toda k € {0,...,n — 1}, ya que si para alguna kg se tiene que ap, = 0,
entonces ’T:;?| =0< % para toda x # 0. Entonces, consideremos x € R tal que
]m|>1,2n|an,1|,...,2n|a0|, (1)
entonces para cada k € {0,...,n — 1} se cumple que !xk‘ > |z| (;por qué?) y también
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Por lo tanto,
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de donde 1 1
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y al sumar 1 a cada lado de la primera desigualdades obtiene que

1 anp—1 ao
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A continuacién, si x; > 0 cumple (1), entonces z} > 0, asi que al multiplicar cada lado de la
desigualdad obtenemos que

x n Ap—1 ag
— < 1 . - — ,
5 xy < + - + -+ x?) f (1)

esto es, f(x1) > 0. Por otro lado, si o2 < 0 cumple , entonces x5 < 0 porque n es impar, de
donde, al multiplicar cada lado de la desigualdad se sigue que

xh n Gn—1 ag
—= > 1 e — = ,
5 x2< T T +$3> f(22)
es decir, f(x2) <0.
Finalmente, como f es continua en [x9,x1] v f(22) < 0 < f(x1), por el Teorema del Valor
Intermedio existe zg € (z2,21) tal que f (xg) = 0. Asi, g € R cumple lo deseado y esto termina la
prueba. O

Observacion 4. De manera natural se esperaria tener un resultado analogo al Teorema [3| en el
caso n par, sin embargo ello no es posible: basta considerar 22 + 1 = 0 que no admite ninguna raiz
en R.



En virtud de la observacién anterior, ;qué podemos hacer? “Geométricamente” sabemos que
hay una solucién cuando la grifica de la funcién f(z) = 2" + a, 12" ' + --- + ap, con n par,
interseca al eje X, por lo cual transformamos la primera pregunta en la siguiente: ;cudndo ocurre
tal interseccién? Como veremos en el siguiente teorema, se cumple que siempre existe un valor
minimo, el cual nos permite conocer si habra dicha interseccién o no. Mas ain, nos dara una

familia de ecuaciones que tendrén solucién y una familia de ecuaciones que no la tendrén (ver
Teorema @

Teorema 5. Sin € N es par y f : R — R estd dada por f(x) = 2" +an_12" ' +-- -+ ap, entonces
existe y € R tal que f(y) < f(x) para toda x € R.

Demostracion. De manera anédloga a la construccién realizada en la prueba del Teorema |3} si
M =méx{1,2n|an—1],...,2n|ap|},
entonces para toda x € R tal que |z| > M se cumple que

1 ap—1 agp
< Rt
2~ + T + +:1:"

Ya que n es par, 2" > 0 para toda x # 0, por lo cual

n

x an—1 aop
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cuando |z| > M. Usaremos 0 y f(0) para iniciar las comparaciones. Consideremos
b=max{2(]f(0)|+1), M+1}
y notemos que esto implica que
0" =2 (If(0) +1)" = 2(If(0)[ + 1) = 2[f(0)] = 2f(0)

y b > M. Por lo anterior, si x > b, entonces

" b
f(z) = 5 =2 5 = 1 (0).
De manera analoga, si x < —b, entonces
2 (=o)" v
> — > = > .
fwz 5= = 50)

Las dos desigualdades anteriores implican que si z > b o x < —b, entonces f(x) > f(0).

Ahora, f es continua en [—b,b|, asi que por el Teorema de existencia de minimos y méaximos,
existe y € [—b,b] tal que f(y) < f(0) si x € [-b,b]. En particular, f(y) < f(0), por lo cual, si z > b
ox < —bentonces f(z) > f(0) > f(y). En conclusién, para toda z € R se cumple que f(x) > f(y).
Esto termina la prueba. O

Teorema 6. Sea n € N un numero par. Para cada ¢ € R consideremos la ecuacion
" 4 ap_ 12"+ dag = c. (3)

Entonces existe m € R tal que admite una solucion para ¢ > m y no tiene solucion para ¢ < m.



Demostracién. Consideremos f : R — R definida por f(z) = 2™ + a,_12" ! + -+ + ag. Por el
Teorema 5| existe y € R tal que f(y) < f(z) para toda x € R. Proponemos m = f(y). Observamos
que si ¢ < m, entonces ({3]) no tiene solucién porque f(z) > f(y) = m > c para toda x € R. Ahora, si
¢ = m, entonces y es una solucién de . Finalmente, supongamos que ¢ > m. De manera anédloga
a la construccién hecha en la prueba del Teorema |5, consideremos

b=méx{2(|c|+1), M+1, y+1}
con M como en la mencionada prueba. Entonces, b > y y también
" > 2" (le| + )" > 2 (| + 1) > 2]|e| > 2¢

por lo cual
n

f(b)2%>c.

Por lo tanto, como f es continua en [y,b] y f(y) < ¢ < f(b), por el Teorema del Valor Intermedio
existe xg € (y,b) tal que f(xg) = ¢, por lo cual z( es una solucién de en este caso. Esto termina
la prueba. ]

Observacion 7. Note que el teorema anterior nos dice que “subiendo” o “bajando” lo suficiente
la grafica de f, la ecuacién correspondiente tendrd, o no, soluciones.

f(x)




