Calculo diferencial e integral 1
Ayudantia 18

Ejercicio 1. Halle la derivada de f(x) = \/x utilizando la definicién.

Demostracion. Notemos que la derivada solo tiene sentido para valores mayores que cero, asi,
supondremos que = > 0 ya que por definicién se nos pide un limite. Visto esto, tenemos que
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Asi, por definicién tenemos que, si > 0, entonces f'(x) = 2\1/5. O

Ejercicio 2. Halle la derivada de f(z) = % utilizando la definicidn.

Demostracion. Notemos que la derivada tiene sentido cuando = # 0 (;por qué?). Procedemos al
célculo del limite que define a la derivada que nos interesa:
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Por lo tanto, por definicién, si x # 0 se cumple que f'(z) = —x%. O

Ejercicio 3. Halle la derivada de f(x) = senxz utilizando la definicion.

Demostracion. En este caso la derivada tiene sentido para toda z € R. Procedemos al calculo del
limite que define a la derivada:
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donde hemos usado que
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lo que fue demostrado en el Teorema 7 de la Ayudantia 13. En conclusién, para toda = € R se
tiene que f’(x) = cos(z). O

Ejercicio 4. Halle la derivada de f(x) = cosx utilizando la definicion.

Demostracion. En este caso, la funcién coseno esta definida para todos los ntimeros reales, por lo
cual tiene sentido preguntar por la derivada para cualquier x € R. Dado lo anterior, procedemos al
calculo del limite que define a la derivada que nos interesa:

lim flz+h) - f(z) — lim cos(z + h) — cos(x)

h—0 h B0 A
~ Ym cos(x) cos(h) — sen(z) sen(h) — cos(x)
h—0 h
_ gy —C08() (1 — cos(h)) — sen(z) sen(h)
h—0 h
{ 1 — cos(h) sen(h)
- }1326 <— cos(z) - — - sen(z) - h)
_ 1 — cos(h) _ sen(h)
= (—cos(z)) Llllg%] h} — sen(x) [}lg% h]
= (~ cos(a)) (0) — sen(x) (1)
= —sen(x)
Por lo tanto, para toda x € R se satisface que f/(x) = —sen(x). -

Ademds de las dltimas dos derivadas que se obtuvieron en los dos ejercicios anteriores, anadimos
las derivadas de dos funciones especiales que son definidas habitualmente en el curso de cédlculo
integral: las funciones exponencial y logaritmo.

Teorema 5. Se cumple lo siguiente:

(1) Si f(z) = sen(x), entonces f'(x) = cos(z).
(i1) Si f(x) = cos(x), entonces f'(x) = — sen(z).
(1) Si f(x) = e® = exp(x), entonces f'(x) = .
(1v) Si f(z) = In(z), entonces f'(z) = 1.



Ejercicio 6. Halle las derivadas de las siguientes funciones.

(1) f(z) = 2z% + 5sen(x3) (111) h(z) = cos (e*f’“ﬂ)
(1) g(x) = 56);2(2:04) — 11z — 25 (1v) m(z) = z* tan(z)

Demostracion. Ya que la derivada se define mediante un limite, podemos utilizar el teorema del
algebra de limites. Adicionalmente, disponemos de la regla de la cadena. Los calculos que haremos
se haran en todos los puntos donde la derivada tenga sentido y exista (no lo demostraremos).

MEscribamos f(@) = fi(z)+ f2(z), con fi(z) =222y fao(x) = 5sen (z*). Por un lado tenemos
que
fllz)=2(22*"1) =4z
Yy por otro
f5(x) = 5 (cos (z°) - (32%)) = 152” cos (z*)

donde hemos aplicado la regla del miltiplo escalar (también conocida como regla de multiplicar por
una constante) y la regla de la cadena para calcular la derivada de go(x). Por lo tanto

f'(x) = fi(z) + fi(z) = 4z + 1522 cos (:c?’) :

(11) Consideremos g(z) = g1(x) + ga(x) + gs(x) con g1(z) = 22T g,(2) = 112 y go(a) =

—25. Observamos que al aplicar la regla de multiplo escalar, la regla de la derivada de un cociente
y la regla de la cadena, obtenemos que
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Para calcular la derivada de esta funcién notamos que se trata de una composiciéon de 3
funciones: p(x) = cos(z), r(x) = ® y £(x) = —x2, esto es,

W) = (porol)(z) =p(r(l(z))).



En virtud de lo anterior, debemos aplicar la regla de la cadena dos veces, esto es, obtenemos

que
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Por lo tanto,

Sean t(z) = 2* y u(x) = tan (z). Entonces m(z) = t(z) - u(x), por lo cual, para hallar la
derivada de m(z) tendremos que utilizar la regla del producto, esto es

m/(x) = t(z) ' (z) + t'(z) u(z).

Tenemos que t'(x) = 42> y ya que u(z) = tan(z) = i‘::g;, entonces

cos(x) - cos(x) — sen(z) (—sen(z))  cos®(z) + sen?(x) S S sec?(z)

u'(z) = cos2(z) - cos?(z) cos?(x)

Por lo tanto,

m'(z) = xtsec?(z) + 423 tan(z) = 2° (z sec?(z) + 4tan(z))



