Ultima actualizacion: 1 de junio de 2021
Ayudantia 06

En la ayudantia anterior vieron la definicién de funciéon par y de funcién impar y es preciso
recordarlas pues en esta ayudantia las ocuparemos:

Definicion 1 Una funcion f es:
(1) Par si f(z) = f(—=z), para todo x € Dom(f).

(2) Impar si f(—x) = —f(x), para todo x € Dom(f).

Algunas “descomposiciones” de funciones

Observaciéon 2 Sea f: A — R una funcién. El primer requisito para que f sea una funcion par
o impar es que para cada x € A se cumpla que —x € A. De lo contrario, no tendria sentido pensar

en f(—zx).

Figura 1: “Graficamente” una funcién par es simétrica respecto al eje X.

Figura 2: “Graficamente” una funcién impar es simétrica respecto al punto (0, 0).

Por supuesto que existen funciones que no son pares ni impares, por ejemplo la funcién f(z) =
142 no es par ni impar. Pero hay una manera de escribir cualquier funcién en términos de funciones
pares e impares, esto lo veremos en el siguiente ejercicio.



Ejercicio 3 Demuestre que:

(a) Cualquier funcion f: R — R se puede escribir como f = P + I donde P es una funcion par

e I una funcion impar.

(b) Esta forma de escribir f es inica.

Solucion.

(a)

Consideremos las funciones P e I dadas por las siguientes reglas de correspondencia

Py = LOHICD S = fioa)
Note que

Py = (DTS D) _ 0 /) _ 1)+ o) _ gy
y que

para cualquier x € R. Esto es, P es una funcién par e I una funcién impar. Finalmente, es
claro que f(z) = P(x) + I(x), para toda = € R.

iMomento! ;Cémo se ocurren las funciones P e I? jA caso fue magia? Por supuesto que no,
lo anterior, en realidad, se ocurre de la siguiente manera: Necesitamos dos funciones P e I que
cumplan que

f(x) = P(x) + I(x) (3)
para todo = € R. Ahora, usando (3) con —z, tenemos que
f(=z) = P(—z) + I(—x)

y luego, de (1) y (2), se sigue que

f(x) + f(=x)

Asi, sumando (3) y (4) tenemos que P(x) = 5

y luego que I(z) =
para toda x € R.
Si E es una funcién par y O una funcién impar que satisfacen que f(x) = E(z) + O(z) para

cada = € R, entonces también satisfacen que f(—xz) = E(z) — O(x), de donde E(z) = P(z) y
O(z) = I(x), para cada z € Dom(f). Asi, E=Py O =1.



\

Figura 3: Cualquier funcién f se puede escribir como la suma de una funcién par P con una funcién
impar

Antes del siguiente ejercicio debemos introducir la siguiente notacién:
Dados a,b € R, denotamos por méx(a, b) al elemento mayor del conjunto {a, b} y por min(a,b)
al elemento menor del mismo conjunto. Por ejemplo,

méx(—2,—5)=—-2 y min(-2,-5) = —5.

En la demostracién de la siguiente proposicién podremos poner en prictica el uso de algunas
propiedades bésicas de los nimeros reales.

Proposicion 4 Sean a,b € R. Entonces

a+b+|a—b

a+b—|a—b
5 _

x(a.b) —
méx(a, b) 5

y min(a,b) =
Demostracién. Mostraremos solo la afirmacién para méx(a,b), pues la demostracién de la otra
afirmacion es andloga y un buen ejercicio para practicar.
Por la propiedad de Tricotomia, tenemos tres casos, a < b, a =b o a > b.

Si a = b, entonces max(a,b) = a y por otro lado

a+b+la—bl a+a+la—al 2a
= = — =aq.
2 2 a

b —-b
Por lo que, en este caso, max(a,b) = LM_

Supongamos ahora que a < b. En este caso ocurre que max(a,b) =by

at+b+la—b a+b+b—a 2b

= — = b
2 2 2 ’
b —b
es decir, max(a,b) = a—i_—;M.
Finalmente, si a > b, se tiene que que méx(a,b) =ay
a+b+]la—b a+b+a—-b 2a
= = — = a’

2 2 2

a+b+|a—b| .

es decir, max(a,b) = 5



Definicion 5 Sean f,g: A — R una funcion. Definimos:

(1) La funcién |f| : A — R como la funcién dada por
fl(z) = [f(@)]-
(2) La funcién méx(f,g) : A — R como la funcién dada por
méx(f,g)(x) = mix (f(z), g(x)).
(3) La funcién min(f,g) : A — R como la funcién dada por
min(f, g)(z) = min (f(z), g(z)).

Ejercicio 6 Sean f,g: A — R dos funciones. Halle una expresion para méx(f,g) y min(f,g) en
términos de f y g.

Solucién. Se sigue de la Proposicién 4 que

méx(f, g)(x) = f(x)+g(x)+2\f(x)—g(x)y ¢ min(f, g)(z) = f(x)+g(x)—2|f(a;) —g(x)\’

para cada x € A. Por lo tanto,
) frg+1f—yg ) f+9—-1f-yg
max(f,g) = 2|’ y min(f,g)= 2|’
Ejercicio 7 Sea f: A — R una funcion. Demuestre que
f=méx(f, 0) + min(f, 0),

donde 0 denota la funcion constante cero en A.

Solucién. Debemos demostrar que
f(z) = max(f(x),0) +min(f(x),0),

para todo x € A. Sea = € A. Note que basta considerar dos casos, f(xz) <0 o f(x) > 0.
Supongamos primero que f(z) < 0, entonces

méx(f(2),0) =0 y min(f(2),0) = f(x).

Asi,
mix(f(x),0) + min(f(x),0) = 0+ f(x) = ().

Ahora, si f(z) > 0, entonces
méx(f(z),0) = f(z) y min(f(z),0)=0.
De donde,

En cualquier caso,



Definicion 8 Sea f: A — R wuna funcion. Definimos:

(1) La parte positiva de f, denotada por f+ como

£+ = max(f, 0).
(2) La parte negativa de f, denotada por f~ como

f~ = —min(f,0).

Observacién 9 Las funciones f* y f~ son no negativas, es decir, f7(x) >0 y f~(x) > 0 para
todo x. Ademds f = ft — f~

Figura 4: Se muestra la gréfica de una funcién f.

Figura 5: Se muestra la grafica de la funcién f7.



Figura 6: Se muestra la gréafica de la funcién f~.



