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Clase 11

La sesién anterior definimos el supremo de un conjunto no vacio A :
Un nimero o € R es llamado el supremo de A si a es cota superior de A y si M es otra cota
superior de A, entonces o < M.

Enunciamos el axioma del supremo:

(A13) Sea A C R. Si A es no vacio y acotado superiormente, entonces existe el supremo de A, es
decir, existe a € R tal que
« = sup A.

Y, entre otros ejemplos, vimos que, si a > 0, el conjunto A = {z € R | 2?2 < a} es no vacio

a
(1 n € A ) y acotado superiormente (1 + a es cota superior de A).
a

Consecuencias del Axioma del Supremo

Comenzamos esta sesién con la siguiente definicion.
Definicion 1 Sea a > 0. Un numero real x es llamado raiz cuadrada de a si
x° = a.
Observacion 2 Note que:
(1) Sia <0, entonces no tiene raices cuadradas, pues para cualquier x € R se tiene que

a<0< 2’

(2) Sia =0, entonces 0 es la unica raiz cuadrada de a, pues sabemos que si 2 = 0, entonces
z = 0.

(3) Sia>0yax esuna raiz cuadrada de a, entonces —x también lo es, pues
2
(—z)* =2’ =a.
Teorema 3 Cada numero real no negativo a tiene una raiz cuadrada no negativa.

Demostracién. Si a = 0, entonces 0 es la Unica raiz cuadrada de a. Supongamos entonces que
a > 0 y consideremos el conjunto
A={zecR|z*<a}.

Como A es un conjunto no vacio y acotado superiormente, por el axioma del supremo, existe
o = sup A. Ahora, dado que « es el supremo de A, entonces es cota superior de A, en particular
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Pero > 0, por lo que o > 0. Ahora, por la ley de tricotomia, sabemos que o > a, o < a o
a
o =a



Si o > a, consideremos el nimero

Note que 0 < b < a y que

2
9 a?—a (a? —a)?
b =|a— =a+-—5— >a.
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Por lo tanto, b* > 2 para cada = € A, es decir, b es cota superior de A, lo que es una contradiccién
pues b < a. Asi, no puede suceder que o > a.

Veamos ahora que no puede ocurrir que a? < a. En tal caso, como a > 0, se puede elegir un

2
Asi,

a—a
ntimero positivo b tal que b < a y b <

(a+b)? =0 +b2a+b) <a®+3ba <o+ (a—ad?) =a.

De donde o + b € A, lo que contradice el hecho de que « sea cota superior. Entonces tampoco

puede suceder que o? < a. Concluimos que o> =a. ®

Observacion 4 Sea a > 0. Por el teorema anterior a tiene una raiz cuadrada no negativa, digamos
x. Luego por el inciso (3) de la Observacion 2, —x es otra raiz cuadrada de a. Finalmente, siy
es otra raiz cuadrada de a, entonces z? = a = y*, de donde y = x o y = —x. Es decir, a tiene
exactamente dos raices cuadradas.

Ahora si, sin ningin sentimiento de deuda, podemos introducir la siguiente notacién.
1 , .
Sea a > 0. Denotaremos por v/a, o a2, a la raiz cuadrada positiva de a y por lo tanto —+/a, o
1 , .
—a?, denota a la raiz cuadrada negativa de a.

Enseguida usamos el axioma del supremo para mostrar un hecho que puede parecer muy claro,
pero que requiere de una demostracion.

Proposicion 5 El conjunto N no es acotado superiormente.

Demostracién. Supongamos que N es acotado superiormente. Como ademés N es un conjunto no
vacio, por el axioma del supremo, existe &« = sup N. Luego,

n < a,

para todo n € N. De aqui que
n+1<a,

para todo n € N. Pero lo anterior implica que
n<a—1,

para cada n € N, lo que es una contradicién al hecho de que « es la minima cota superior. Asi, N
es un conjunto no acotado superiormente. m

Corolario 6 (Propiedad Arquimediana) Para cualesquieray € R y x > 0 existe n € N tal que

nr > y.



Demostraciéon. Supongamos que no ocurre, es decir, que existe y € R y x > 0 de tal manera que
ne <y,

para todo n € N. Se sigue que
Y
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n <

para todo n € N. Lo que contradice el hecho de que N no es un conjunto acotado superiormente.
Por lo tanto, para cualquier y € Ry x > 0 existe n € N tal que nx > y. =

Corolario 7 Sea € > 0. Eziste n € N tal que

1
—<e.
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Demostracién. Sea € > 0. Consideremos los niimeros y = — y = = 1. Por el corolario anterior,
€
existe n € N tal que

1
n-l=nxr>y=-—,
€

de donde

1
— < E.
n



