Ultima actualizacion: 15 de junio de 2021
Clase 13

En esta ocasién toca estudiar unas funciones muy particulares, las sucesiones, y ademas intro-
duciremos un concepto fundamental para este curso, el de limite.

Sucesiones y limites de sucesiones

Definicion 1 Una sucesion es una funcion que tiene como dominio al conjunto de los niumeros
naturales.

Notacion: Si a : N — R es una sucesién, denotaremos por a, a la imagen de n € N bajo a, es
decir,
an = a(n)

y a la sucesiéon a la denotaremos por {a,}. Asi, {n}, {(—=1)"} y {1/n} denotan a las sucesiones
a,b,c: N — R dadas por

an ="
bn = (_1)n
1
Cp = —
n
Cuyos primeros cinco terminos son
L, 2,3, 4, 5
-1,1,-1,1,-1
y
1 1111
) 27 37 47 57
respectivamente.

Como funciones que son, las sucesiones se pueden graficar, vea figura 1. Aunque es mas facil
observar el “comportamiento” de la sucesion si se grafica solo las imagenes, vea figura 2.

Las gréficas de la figura 2 nos hacer pensar que la sucesién {a,} “se va hacia infinito”, que la
sucesion {b,} “da saltos entre —1 y 1”7 y que la sucesién {¢,} “se va hacia cero”.

Definicién 2 Sean {a,} una sucesion y | € R. Diremos que {a,} converge a l, denotado por

lim a, =1 o por a, — 1, si para cada numero € > 0 existe un numero natural N tal que para
n—o0

todos los mumeros naturales n > N se tiene que
lan, — 1| < e.
Observacion 3 FEn la definicion anterior:

(1) El nimero N € N depende del nimero e, formalmente deberiamos escribir N(g), pero para no
hacer pesada la notacion solo escribiremos N.

(2) Recuerde que la desigualdad |a, — | < € es equivalente a que a, € (I —¢e,l +¢). Ast, {an}
converge a | si para todo € > 0 existe N € N de tal manera que a, € (I —€,l + €), para todo
n > N.



(a) Grafica de la sucesién {a,} = {n}. (b) Gréfica de la sucesién {b,} = {(—1)"}.
. - 1
(c) Gréfica de la sucesion {c,} = {}
n
Figura 1

Ejemplo 4 Demuestre que la sucesion {1/n} converge a cero.

Demostracién. Sea ¢ > 0. Debemos hallar un ntimero N € N, de tal manera que para todo
numero natural n > N se cumpla que

— <e.
n

Por el Corolario 7 de la Clase 11, sabemos que, para el € > 0 dado, existe N € N tal que

— < eE.
N
. 11 ) . .
Ahora, sin € N es tal que n > N, entonces — < N Asi, para todo nimero natural n > N, se tiene
que n
1
—<e
n
Es decir,
1
lim — =0
n—oo N

]
Ejemplo 5 Muestre que para cualquier | € R la sucesion {(—1)"} no converge a l.

Demostracién. Analizaremos tres casos, cuando [ > 0, cunado [ = 0 y cuando [ < 0.



(a) Grafica de la sucesién {a,} = {n}. (b) Gréfica de la sucesién {b,} = {(—1)"}.

(c) Gréfica de la sucesion {c,} = { L }
Figura 2

Si I > 0, consideremos € =

N |~

. Asi, si N es cualquier natural, se tiene que

i =-1¢ (33)

para cualquier nimero natural impar n > N. Por lo que {(—1)"} no converge a [.
Ahora, si | = 0, basta considerar € = 1/2, pues en este caso

1 g (Ghp) =002

para toda n € N. Asi, si [ =0, {(—1)"} no converge a .

(Il —e,l+¢),

Finalmente, si [ < 0, consideremos € = o Luego, para cualquier natural N podemos elegir un
numero natural par n > N y se tiene que

1=(-1)" ¢ (3;;) —(l—cl+e)

Por lo que, si 1 < 0, {(—1)"} no converge a [.
En cualquier caso, {(—1)"} no converge a l. m



