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Clase 14

En la sesion anterior introducimos el concepto de sucesion y la definicion de cuando una sucesién
converge a un numero:

Definicién 1 Sean {a,} una sucesion y | € R. Diremos que {an} converge a l, denotado por

lim a, =1 o por a, — 1, si para cada nimero € > 0 existe un numero natural N tal que para
n—oo

todos los nimeros naturales n > N se tiene que
lan, — 1] < e.
Ademds vimos los siguientes ejemplos:

Ejemplo 2 Demuestre que la sucesion {1/n} converge a cero.
Ejemplo 3 Muestre que para cualquier | € R la sucesion {(—1)"} no converge a l.

En esta sesién estudiaremos, como consecuencia de las operaciones que se pueden realizar con
las sucesiones, las operaciones entre los limites de sucesiones convergentes.

Aritmética de los limites de sucesiones

Antes de comenzar con el material de esta sesién es necesario precisar el lenguaje que ocuparemos
en esta seccién: Diremos que una sucesion {a,} converge si existe | € R tal que lim a, =[. En
n—oo

este caso, diremos que [ es el limite de la sucesién {a,} y en cualquier otro caso, diremos que
la sucesiéon {a,} diverge. Por ejemplo, la sucesién {1/n} converge y su limite es 0 mientras que la
sucesion {(—1)"} diverge.

Consideremos la siguiente “frase”: Para todo € > 0 existe N € N tal que ..... Si esta “frase”
es una hipdtesis, entonces podemos elegir el épsilon que queramos y autométicamente podemos
asumir la existencia de un N € N tal que.... Por otro lado, si esta “frase” es algo que debemos
demostrar entonces debemos ver que para un épsilon positivo cualquiera existe N € N tal que... En
la demostracion del siguiente lema pueden poner en practica esto.

Lema 4 Sean a,b € R. Se tiene que a = b si y sélo si para todo € > 0 se cumple que |a — b| < ¢.
Teorema 5 (El limite de una sucesién es tinico) Sea {a,} una sucesién. Si

lim a, =1 Y lim a, = m,
n—oo n—oo

entonces | = m.

Demostracién. Utilizaremos el Lema 4 para demostrar que [ = m, es decir, mostraremos que para
todo € > 0 ocurre que |l — m| < e.
Sea ¢ > 0. Como lim a, =1y lim a, = m, para el niimero positivo £/2, existen N1, No € N
n—oo n—oo
tales que:

(1) para todo nimero natural n > Nj se tiene que |a,, — | < &/2.



(11) para todo ntimero natural n > Ny se tiene que |a, —m| < ¢/2.
Entonces, si n es un niimero natural mayor que N7 y mayor que Na, se tiene que
lan, — 1| <e/2 y  |an—m|<e/2.
Asi, si N = max{Nj, Na}, se tiene que N € N y para n > N se cumple que
L—m|=|l—an+an—m|<|l—ap|+|an—m| <e/24+¢c/2=c¢.
Es decir, [l —m| <e. =
Definicién 6 Sea {a,} una sucesion. Diremos que {a,} es:
(1) una sucesién acotada inferiormente si existe m € R tal que m < a,, para todo n € N.
2) una sucesion acotada superiormente si existe M € R tal que a, < M, para todo n € N.
P q p
(3) una sucesion acotada si exviste M € R tal que |a,| < M, para todo n € N.
Lema 7 Toda sucesion convergente es acotada.
Demostracién. Sea {a,} una sucesién convergente, digamos a [, es decir,
lim a, = 1.
n—oo

Para el nimero positivo 1, existe N € N tal que para todo niimero natural n > N se tiene que
|an, — 1| < 1. Ahora, como |ay| — |I| < |a, — 1|, se sigue que, para todo nimero natural n > N,

lan| < 14 |1
Asi, si M = méx{|a1],|az|,...,|lan—1|,1+ ||}, entonces
lan| < M,
para toda n € N. Es decir, {a,} es una sucesién acotada. m

,Vale el “regreso” de este lema? La respuesta es NO, por ejemplo, la sucesién {(—1)"} es una
sucesién acotada (considere M = 2), pero ya vimos que esta sucesién diverge.

Teorema 8 (Aritmética de los limites de sucesiones) Sean {a,} y {b,} dos sucesiones y
I,m € R tales que lim a, =1 y lim b, = m. Se tiene que:
n—oo n—oo

(a) La sucesion {an, + by} converge, mds ain,

lim (a, +b,) =1+ m.

n—oo

(b) Para k € R la sucesion {kay} converge, de hecho,

lim ka, = kl.

n—oo
(c) La sucesion {a, — by} converge, mds ain,

nh_{glo (an —bp) =1—m.



(d) La sucesion {anby} converge y
lim a,b, = Im.
n—o0
(e) Sim # 0, entonces existe N € N tal que b, # 0 para todo n > N y la sucesion {d,} definida
como sigue

1 stn < N,

dn, = 1
" — sin> N,
bn,

1 o
es convergente. De hecho, lim d, = —, pero esto se suele escribir como
n—o00 m

(f) Sim # 0, entonces existe N € N tal que b, # 0 para todo n > N y la sucesion {d,} definida
como sigue

1 stn < N,

dn = Z—" sin > N,

n

, l o .
es convergente. De hecho, lim d, = —, pero esto se suele escribir como sigue
n—o00 m

an l

lim = —

n—o0 by, m
Demostracion. Sea ¢ > 0.
(a) Para el niumero positivo €/2, existen N1, N2 € N tales que:

(1) para todo nimero natural n > Nj se tiene que |a,, — | < €/2.

(11) para todo nimero natural n > N se tiene que |a, — m| < /2.
Asi, si N = max{ N1, N2}, se tiene que N € N y para n > N se cumple que
|(an +bn) — (+m)| = |(an = 1) + (b, —m)| < |an —I| + |bp —m| <e/2+¢e/2=¢.
(b) Si k =0, el resultado se sigue trivialmente (;por qué?). Supongamos entonces que k # 0. Para

el nimero positivo £/|k|, existe N € N tal que para todo nimero natural n > N se tiene que
lan, — 1] < e/|k|. Asi, si n > N, se tiene que

€

\kayn, — K| = |kl|an, — 1] < |k]| ] =e.
(c) El resultado se sigue de los incisos (a) y (b).
(d) Note que, para todo n € N,
|anby, — Im| = |apby, — bpl + bpl — Im| < |by||ayn — U] + [by, — m]|l]. (1)
y
lanb, — Im| = |anby, — anm + apm — Im| < |ay||bp, — m| + |an — ||m| (2)



Asi, sil =0, 0o m = 0, usando el Lema 7 y la convergencia de {a,} en (1), o el Lema 7 y la
convergencia de {b,} en (2), podemos conluir (;cémo?) lo deseado.

Supongamos entonces que [,m # 0. Como {a,} es una sucesién convergente, por el Lema 7,
existe M € R tal que |a,| < M, para toda n € N. Por otro lado, para los niimeros positivos
e/(2|m]) y €/(2M), existen nimeros naturales N1 y Na, respectivamente, tales que :

(1) para todo nimero natural n > Nj se tiene que |a, — | < &/(2|m]).

(1) para todo nimero natural n > Ny se tiene que |b, — m| < e/(2M).

Por lo que, si N = max{Ni, Na}, se tiene que N € Ny paran > N que

9 9 9 3
[anbn = tm] < Jag|lbn = m] + lan = Ulm] < M (5=) + <2|m|) ml=S+5=c

. oo |m| em]® . .
(e) Para los nimeros positivos T3 y 5 existen niimeros naturales N7 y Ng, respectivamente,

tales que:

(1) para todo nimero natural n > Nj se tiene que |b, —m| < —.

(11) para todo nimero natural n > N se tiene que |b, — m| <

De (e1), se tiene que |m| — |by| < |m|/2, para todo n > N; y de aqui que

para todo n > Nj. De donde b,, # 0, para todo n > Nj. Note también que
1 2
T < (3)
bn]  |ml
para todo n > Nj.

Asi, si N = max{Nj, Ny}, se tiene que N € Ny paran > N
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donde (6) se da por (e11) y (8) se da por (3).

(f) Se sigue de los incisos (d) y (e).



