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Clase 15

La sesién anterior enunciamos y demostramos el Teorema sobre la aritmética de limites de suce-
siones. Este teorema nos permite, a traves de operaciones “basicas”, obtener “muchas” sucesiones
convergentes a partir de unas cuantas sucesiones convergentes conocidas.

En esta ocasién enunciaremos y demostraremos un teorema que nos permite concluir que una
sucesion converge a partir de otras dos sucesiones convergentes y el “orden” que estas tienen. Dicho
teorema da titulo a esta clase.

El Teorema del Sandwich

Lema 1 Sea {a,} una sucesion. Si a, > 0, para toda n € N, y lim a, = [, entonces | > 0.
n—oo

Demostracién. Supongamos que a, > 0, para toda n € N, que lim an =1, pero que [ < 0. Como
n oo

{an} converge a [, para el nimero positivo —I, existe N € N tal que, para toda n > N,
lan, — 1] < —I.
Asi, tenemos que [ < a,, — [ < —I, para toda n > N, y de aqui que
an <0,

para todan > N. Lo que es una contradiccién al hecho de que a,, > 0, para toda n € N. Concluimos
entonces que [ > 0. m

Corolario 2 Sean {a,} y {b,} dos sucesiones. Si a,, < b, para todan € N, lim a, =1y lim b, =
n—oo n—oo

m, entonces [ < m.

Demostracién. Consideremos la sucesiéon {b, — ay}. Se tiene que b, — a,, > 0, para toda n € N,
pues a, < b, para toda n € N. Ahora, usando que {a,} y {b,} convengen a [ y m, respectivamente,
y el inciso (¢) del Teorema 8 de la Clase 14, se tiene que la sucesién {b, — a,} converge y

nh_{rolo (by, — an) =m — 1.

Luego, por el lema anterior, se tiene que m — 1 > 0, de donde m > 1[. =
En la demostraciéon del siguiente resultado sera tentador usar el corolario anterior, pero debemos

tener cuidado, pues para usar dicho corolario es necesario tener como hipdtesis la convergencia de
todas las sucesiones involucradas.

Teorema 3 (del Sandwich) Sean {an}, {bn} y {cn} tres sucesiones tales que a, < by, < cp, para
todan € N. Silima, =1 = lim ¢,, entonces la sucesion {b,} converge al, es decir,
n— n—oo

lim b, = 1.
n—00



Demostracién. Sea € > 0. Como a,, < b, < ¢,, para toda n € N, se tiene que
b — an| < len — anl, (1)

para toda n € N. Por otro lado, como lim a, =1 = lim ¢,, para el nimero positivo £/3, existen
n—o0 n—o0
N1, Ny € N tales que:

(1) |an =1 < %, para toda n > Nj.

€
(1) |en, —1] < 3» para toda n > Nj.
Asi, si N = max{Nj, Ny}, se tiene, para n > N, que

2
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< len — an| + |an — 1| 4

b, — | = |bn, — an + an — 1| (2)
(3)
(4)
=len — 1+ 1—ap|+|an — (5)
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donde las desigualdades en (3) y (6) se siguen de la desigualdad del tridngulo; la desigualdad en
(4) se tiene por (1) y la desigualdad en (7) se obtiene por (1) y (11). Por lo tanto, {b,} converge a
l. m

El siguiente diagrama ayuda a recordar el Teorema del Sandwich.

an, < b, < Cn

n—oo

l
Definicion 4 Sean a >0 yn € N, con n > 2. Un ndmero real x es llamado raiz n-ésima de a si
" = a.
Denotamos por ¥/a a la raiz n-ésima positiva de a.
Ejemplo 5 Sea a > 1. Muestre que la sucesion {W} converge.

Demostracién. Note que, para cada n € N, se tiene que {/a > 1 (;por qué?). Asi, para cada
n € N, existe un nimero h, > 0 tal que

Va=1+ hy. (9)



Observe que de esta manera obtenemos una sucesion {hy}. Ahora, por el Lema 4 (la desigualdad
de Bernoulli) de las notas tituladas Contenido extra 01 y la igualdad (9), tenemos para cadan € N
que

a=(14hy,)" > 1+ nhy,,

de donde,

a—1

> hy, (10)

n

a —

1
para cada n € N. Note que tenemos tres sucesiones, {0}, {h,} y { }, que, por (10), cumplen

0<hy< =t
n

o . a—1 )
para cada n € N. M4s atin, las sucesiones {0} y } convergen a cero. Asi, por el Teorema del
n

Sédndwich, se tiene que la sucesién {h,} converge a cero.
Finalmente, de la igualdad (9), se sigue que la sucesién { %} converge y que

lim a, = lim (14 h,) =1.
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