Ultima actualizacion: 1 de Julio de 2021
Clase 19

La sesién anterior introducimos la definiciéon de limite de una funcién en un punto:

Definicién 1 Sean f : A — R wuna funcion, ¢ € R tal que eziste (a,b) C R con ¢ € (a,b) y
(a,b) \ {c} C A, yl € R. Diremos que el limite de f(x), cuando z tiende a c, es l, denotado
por

lim f(z) =,

Tr—cC

st para cada € > 0 existe 0 > 0 tal que para cualquier x € (a,b) que cumple que 0 < |x —c| < § se
tiene que |f(z) — 1] < e.

En esta sesion estudiaremos, como consecuencia de las operaciones que se pueden realizar con
las funciones, las operaciones entre los limites de funciones, en el mismo punto.

Aritmética de los limites de funciones

Antes de comenzar debemos advertir que esta clase no es déja vu, lo que ocurre es que hay
mucha similitud con la clase sobre aritmética de los limites de sucesiones y por esa razén muchas
de las demostraciones quedardn como ejercicio.

Teorema 2 (El limite de una funcién es tnico) Sean I,m € R, f : A — R una funcion y
c € R tal que existe (a,b) CR con ¢ € (a,b) y (a,b) \ {c} C A. Si

lim f(x) =1 y lim f(x) = m,

T—C Tr—C

entonces | = m.
Demostracién. Ejercicio. m

Definicion 3 Sean BC Ay f: A — R una funcion. Diremos que f es:

(1) una funcién acotada inferiormente en B si f(B) es un conjunto acotado inferiormente,
es decir, si existe m € R tal que m < f(z), para todo x € B.

(2) una funcién acotada superiormente en B si f(B) es un conjunto acotado superiormente,
es decir, si existe M € R tal que f(x) < M, para todo x € B.

(3) una funcion acotada en B si f(B) es un conjunto acotado, es decir, si existe M € R tal que
|f(x)| < M, para todo x € B.

Lema 4 Seanl € R, f: A — R una funcién y ¢ € R tal que existe (a,b) C R con ¢ € (a,b) y
(a,b)\ {c} C A. Si
lim f(x) =1,

Tr—C

entonces existe un intervalo I tal que I\ {c} C A y la funcion f es acotada en I\ {c}.

Demostracién. Como el limite de f, cuando z tiende a c, es [, para el niimero positivo 1, existe
d > 0, tal que para cualquier z € (a,b) que cumple que 0 < |z — ¢| < J se tiene que |f(z) — ] < 1.
Asi, si z € (a,b) cumple que = € (¢ —6,c+9) \ {c} entonces

()] <1+,

Por lo tanto, el intervalo I = (a,b) N (¢ — d,c+ J) (jes un intervalo?) es el deseado. m



Teorema 5 (Aritmética de los limites de funciones) Sean [,m,k € R, f,g : A — R dos
funciones y ¢ € R tal que eziste (a,b) CR con ¢ € (a,b) y (a,b) \ {c} C A. Si
lim fz) =1y limg(z) =m,

entonces:
(1) lim (f +9) (@) = L+ m.
(2) lim (kf)(z) = K.
(3) lim (f - g) (@) = L= m.
(4) tm(fg)(x) = Im.
Tr—cC
(5) Sim # 0, entonces existe un intervalo I tal que I'\{c} C A y g(x) # 0 para todo x € I, ademds

1 1
i ()@=

(6) Sim # 0, entonces existe un intervalo I tal que I\ {c} C A y g(z) # 0 para todo = € I, mds
o (] l
aun, lim ( = ) (z) = —.
z—c \ g m

Demostracién. Como ya advertimos antes, solo demostraremos algunos incisos y el resto quedan
como ejercicios. Sea € > 0.

(1) Por hipétesis, para el nimero positivo /2, existen d1,d2 > 0 tales que:
(1) para cualquier z € (a,b) que cumple que 0 < |z — ¢| < J; se tiene que |f(x) — | < ¢/2.
(11) para cualquier x € (a,b) que cumple que 0 < |z — ¢| < d2 se tiene que |g(z) —m| < g/2.

Asi, si § = min{dy, 2}, entonces para cualquier z € (a,b) que cumple que 0 < |z —¢| < 4 se
tiene que

[(f +9)(@) = ([ +m)| =[f(z) + g(z) — 1 —m)|
=[(f(z) = 1) + (g(z) — m)|
< |f(@) =1+ |g(z) —m|
<e/2+¢/2

= E&.

(3) Se sigue de los incisos (1) y (2).

2
(5) Para los nimeros positivos ‘ZL' y 8‘7;’ , existen d1 y 9, respectivamente, tales que:
(1) para cualquier z € (a,b) que cumple que 0 < |z — ¢| < 1 se tiene que |g(z) —m| < |2m]
2
1) para cualquier z € (a,b) que cumple que 0 < |x — ¢| < 2 se tiene que |g(x) —m| < M
2



De (11), se tiene que |m| —|g(z)| < |m|/2, para todo x € (a,b) que cumple que 0 < |z —¢| < §;
y de aqui que
[m|

0< 5 < lg(z)],

para todo z € (a,b) que cumple que 0 < |z — ¢| < d1. De donde g(z) # 0, para todo x € (a,b)
que cumple que = € (¢ — d1,¢+0) \ {c}. Note también que

1 _ 2
lg(@)[  |m]

: (1)

para todo x € (a,b) que cumple que = € (¢ — d1,c+9) \ {c}.

Asi, si 6 = min{dy, d2}, entonces para todo = € (a,b) que cumple que 0 < |z — ¢| < § se tiene
que

-2l

m|
T 3)
|m||g( )|
_elmf® (4)
2[mllg(z)]
elm|
p— 5
2o ) ©)
2e|m)|
6
=¢, (7)
donde (4) se da por (111) y (6) se da por (1).
(6) Se sigue de los incisos (4) y (5).
[ ]
Ejemplo 6 Sea c € R. Muestre que
lim 23 = 3.
Tr—cC
Solucién. En la clase 19, demostramos que
limax =c y lim 22 = ¢°.
T—C Tr—cC
Asi, del inciso (4) del Teorema 5, se tiene que
lma® =limz 22 =c¢- & =
Tr—cC Tr—cC
|

Este ejemplo ya debe darles una idea de cémo demostrar que, para cualquier n € N,

lim 2" = ™.
xr—c



Ejemplo 7 Muestre que
¥34+32-6 AS+3¢—6

lim =
z—e 1+ 22 142
Solucién. Sabemos que lim z® = ¢, lim z? = ¢2, limz = ¢, im 6 = 6 y que lim 1 = 1. Se sigue de
r—rcC Tr—rcC

Tr—C Tr—cC r—cC

los incisos (1), (2) y (3) del Teorema 5, que

lima?+32—6=c>+3c—6

Tr—C

y que
im14+22=1+c%

Tr—C
Ahora, como 1+ ¢? # 0, del inciso (6) del Teorema 5, se tiene que
23 43c—-6 A+3¢—6
lim =
z—c 14 22 1+ 2




