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Clase 21

Antes de iniciar esta sesién conviene recordar que:
O<|z—c|<d<=xze€(c—6dc+0d)\{c}.
Y de manera similar podemos (ustedes) ver que
O<z—-c<d<=zec(c,c+d) yque 0O<c—z<d<=zx€(c—1J0c).

Desde que empezamos este capitulo hemos hecho énfasis en que la pregunta squé ocurre con f(x)
si x esta “cerca” de c? tiene sentido si ¢ es un punto al cual nos podemos “acercar” con elementos
del dominio de f. Pero, si pensamos en un numero ¢ en la recta real podemos “acercarnos” por la
derecha o por la izquierda, ;jno?

Limites laterales

Definicién 1 Sean l € R, f : A — R wuna funcién y ¢ € R tal que existe b € R con (¢,b) C A.
Diremos que el limite de f(x), cuando x tiende a ¢ por la derecha, es I, denotado por

lfm f(z) =1,

z—ct
si para cada € > 0 existe § > 0 tal que para cualquier x € (c,b) que cumple que 0 < x — ¢ < ¢ se

tiene que |f(z) — 1| < e. Vea figura 1a.

Definicién 2 Sean l € R, f: A — R una funcion y ¢ € R tal que existe a € R con (a,c) C A.
Diremos que el limite de f(z), cuando z tiende a c por la izquierda, es [, denotado por

lim f(x) =1,

Tr—Cc—

st para cada € > 0 existe 6 > 0 tal que para cualquier x € (a,c) que cumple que 0 < ¢ —x < ¢ se
tiene que |f(z) — | < e. Vea figura 1b.

(a) Cuando x se “acerca” a c por la derecha, f(x) (b) Cuando z se “acerca” a ¢ por la izquierda,
se “acerca” al. f(z) se “acerca” a l.
Figura 1
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Figura 2: Siz € [z — 1,2), entonces |x| =z —1ysixz € [z,2+ 1), entonces |z]| = z.

Ejemplo 3 Sea n € Z fijo. Muestre que

lim [z]=n vy lim |z] =n—1.
z—nt z—n~

Solucién. Sea € > 0. Por definicién de |x], se tiene que si x € [z, z+ 1) para algin z € Z, entonces
|x| = z, es decir, la funcién f(z) = |x] es “constante a pedazos”, vea figura 2.
Por esta razdn, si elegimos § = 1/2, se tiene, para cualquier  que cumpla 0 < z —n < 4, que

n<m<n—|—%, de donde
z € n,n+1).
Asi, si 0 < x —n < 6, entonces [z] =n y de aqui que
|lz] —=n|=n—n|=0<e.
Esto es,

lim |z| =n.
x—)n*l— J

Ahora, si x cumple que 0 < n — x < 9§, entonces —% <x—mn<0,luego n — % < x < n, de donde
z € [n—1,n).
Asi, si 0 < n —x < J, entonces |z] =n — 1, por lo que
o] = (=Dl =|(n-1)—(n-1)|=0<e.
Es decir,

lim |z] =n—1.
r—n—



Podemos aprovechar el ejemplo anterior para notar que, aunque ambos limites laterales existan
estos no tienen porque ser iguales. ;Y cuando si lo son?

Teorema 4 Seanl € R, f: A — R una funcion y ¢ € R tal que eziste (a,b) CR con ¢ € (a,b) y
(a,b) \ {c} C A. Se cumple que lim f(x) =1 si y sélo si lim f(x) y lim f(x) existen y
T—c T—ct T—sc™

lim f(z)=1= lim f(x).

z—ct T—c™

Demostracién. =—>| Sea ¢ > 0. Como lim f(z) = [, existe § > 0, tal que para cualquier = € (a, b)
Tr—cC

que cumple que 0 < |z — ¢| < J se tiene que |f(z) — ] <e.
Ahora, note que:

(1) six € (¢,b) cumple que 0 < z — ¢ < ¢, entonces 0 < |x — ¢| < §, por lo que |f(z) — 1| < e.
(11) siz € (a,c) cumple que 0 < ¢ —x < 6, entonces 0 < |z — ¢| < §, por lo que |f(z) — ] <e.
Es decir, lim f(z)=101= lim f(z).
rz—ct T—yc~

(Note que, en ambos casos, nos sirvié la misma delta.)

<=] Sea e > 0. Como lim f(x)=1= lim f(x), existen d1,d2 > 0 tales que:
x—ct x—c

(1) para cualquier z € (¢,b) que cumpla que 0 < x — ¢ < d1, se tiene que |f(z) — | < e.
(11) para cualquier x € (a,c) que cumpla que 0 < ¢ — x < d2, se tiene que |f(z) — ] < e.

Sea ¢ = min{dq,d2}. Si x € (a,b) cumple que 0 < |z — ¢| < §, entonces ocurre que 0 <z —c < J o
que 0 < ¢ —z < 6. En el primer caso tenemos, por (1), que |f(x) — | < £ y en el segundo caso, por
(11), que |f(xz) — 1| < e. Esto es, si € (a,b) cumple que 0 < |z — ¢| < 0, entonces |f(x) — | < e.
Por lo tanto, ilgéf(:z:) =l m

Ejemplo 5 Demuestre que, para cualquier n € Z, no existe lim |x].
T—n

Solucién. Sea n € Z. Vimos en el Ejemplo 3 que, aunque existen lim |z] y lim |z], no son
z—nT T—n"
iguales, pues

Im |[z] =n#n—-1= lim |z].

z—nt T—n=—

Asi, por el Teorema 4, no existe lim |z|. m
T—n



