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Clase 26

La sesién anterior enunciamos y demostramos el siguiente teorema:

Corolario 1 (Teorema del Valor Intermedio) Sean f : [a,b] — R una funcion y d,e € [a,b],
con d < e. Si f es continua en [a,b], entonces f toma cualquier valor entre f(d) y f(e).

En esta sesién continuaremos estudiando las consecuencias de la continuidad de una funcién en un
intervalo cerrado.

Una funcion continua en un intervalo cerrado alcanza su valor
maximo y su valor minimo

Teorema 2 Sea f : [a,b] — R una funcion. Si f es continua en [a,b], entonces f es acotada
superiormente en [a,b].

Demostracién. Consideremos el conjunto
A= {x € [a,b] | f es acotada superiormente en [a, x]}.

Note que A # &, pues a € A, ademds, como A C [a,b], se tiene que A es acotado superiormente.
Sea a = sup A. Dado que Hm+ f(z) = f(a), existe 6 > 0 tal que [a,a + ) C [a,b] y f es acotada
r—a

superiormente en [a,a + §). Asi, si consideramos x € (a,a + §), se tiene que x € A y por lo tanto
a < x < a. Lo anterior muestra que a < a.

Veamos que o = b, para ello supondremos que no es asi, es decir, supondremos que a < a < b.
Como f es continua en «, existe § > 0 tal que (o« — d,a +0) C [a,b] y f es acotada superiormente
en (o — d,a + 0). Ahora, por ser a = sup A, se tiene que existe o € A tal que @ — 6 < zyp < . Se
sique que f es acotada en [a, zo]. Por otro lado, si 1 € (a, v+ 6), entonces f es acotada en [xg, z1],
de donde f es acotada en [a,z1]. Por lo que 21 € A, pero note que esto es una contradiccién pues
a < x1. Por lo tanto o = b.

Hasta ahora sabemos que f es acotada superiormente en [a, z| para toda x < b, falta ver que f
es acotada superiormente en [a, b]. Como h’ril f(z) = f(b), existe § > 0 tal que (b—5,b] C [a,b] y f

r—0"

es acotada en (b—4, b]. Luego, si consideramos 2’ € (b—4, b], se tiene que f es acotada superiormente
en [a,2'] y acotada superiormente en [2,b], de donde f es acotada superiormente en [a,b]. ®

Corolario 3 Sea f : [a,b] — R una funcion. Si f es continua en [a,b], entonces f es acotada
inferiormente en [a,b].

Demostracién. Consideremos la funcién g : [a,b] — R dada por g(z) = —f(z). Como f es
continua en [a, b, se tiene que g es continua en [a, b]. Luego, por el teorema anterior, g es acotada
superiormente, es decir, existe N € R tal que g(z) < N para todo x € [a, b]. Se sigue que

f (x) > -N ’
para todo z € [a,b], es decir, f es acotada inferiormente. m

Corolario 4 (Una funcién continua en un intervalo cerrado es acotada) Sea f : [a,b] —
R una funcion. Si f es continua en [a,b], entonces f es acotada en [a,b].



Figura 1: Una funcién f continua en [a, b] es acotada en dicho intervalo, es decir, existe M € R tal
que |f(z)] < M.

Demostraciéon. Por el Teorema 2 y el Corolario 3, existen m, N € R, respectivamente, tales que
m < f(z) < N, para toda = € [a,b]. Ahora, si M = max{|m|,|N|}, entonces

|f(2)] < M,
para toda = € [a,b]. m

Teorema 5 (Una funcién continua en un intervalo cerrado alcanza su valor maximo)
Sea f : [a,b] — R wuna funcién. Si f es continua en [a,b], entonces existe y € |a,b] tal que
f(z) < f(y), para todo x € [a,b).

Demostracién. Por el Corolario 4, el conjunto

A={f(2) |z € [a,b]}

es acotado, ademds es no vacio. Sea o = sup A. Se tiene que f(x) < « para todo z € [a,b].
Mostraremos que existe y € [a,b] tal que f(y) = a. Supongamos que esto no ocurre, es decir,
supongamos que « # f(z) para todo x € [a, b]. De esta manera, la funcién g : [a,b] — R dada por

1
g(x) = m7

estd bien definida, més atn, g es continua en [a,b]. Ahora, por ser « el supremo del conjunto A,
para cada ¢ > 0 existe z. € [a,b] tal que @ — e < f(zc) < a. Se sigue que para cada £ > 0, existe
xe € [a,b] tal que
B 1 1
g(ﬂl’e) - a_f(ms) > E'
Lo anterior muestra que g no es acotada en [a,b], lo que contradice el Corolario 4. Por lo tanto,
existe y € [a, b] tal que o = f(y). Luego,

f(@) < fy),

para todo z € [a,b]. m



Corolario 6 (Una funcién continua en un intervalo cerrado alcanza su valor minimo)
Sea f : [a,b] — R wuna funcién. Si f es continua en [a,b], entonces existe y € [a,b] tal que
f(y) < f(z), para todo x € [a,b].

Demostracién. Consideremos la funcién ¢ : [a,b] — R dada por g(z) = —f(z). Como f es
continua en [a, b], se tiene que g es continua en [a, b]. Luego, por el teorema anterior, existe y € [a, b]
tal que g(x) < g(y) para todo x € [a, b]. Se sigue que

fy) < f(@),

para todo z € [a,b]. m

T(ynr)

f(Ym)

Figura 2: Una funcién f continua en [a,b] alcanza su valor maximo y su valor minimo, es decir,
existen ym,, yp € la,b] tales que f(ym) < f(x) < f(ym), para todo x € [a, b].



