Ultima actualizacion: 5 de agosto de 2021
Clase 28

La sesion anterior introducimos la definicion de derivada de una funcién en un punto:

Definicién 1 Sean f : (a,b) — R una funcion y ¢ € (a,b). Diremos que f es derivable en ¢ si
existe 1im fleth) = fle)
h—0 h

. En este caso, llamaremos al limite anterior la derivada de f en c vy

h _
lo denotaremos por f'(c), es decir, f'(c) = }Lﬁ% fled ;)l U
—

. Si f es derivable en cada c € (a,b),

diremos que f es derivable en (a,b).

También trabajamos en un par de afirmaciones equivalentes a nuestra definicién de derivada de
una funcién en un punto:

Teorema 2 Sean f : (a,b) — R una funcion y ¢ € (a,b). Las siguientes afirmaciones son equi-
valentes:

(1) f es derivable en c.

(2) Existe lim M

T—e xr—cC

(3) Existe g : (a,b) — R una funcion continua en c tal que f(x) = f(c) + (x — ¢)g(x), para todo
x € (a,b).

Y vimos como la derivabilidad implica la continuidad, pero no al revés.

Teorema 3 Sean f : (a,b) — R una funcion y ¢ € (a,b). Si f es derivable en ¢, entonces f es
continua en c.

En esta ocasién estudiaremos un par de teoremas que nos permitiran, a partir de algunas
funciones derivables en un mismo punto, obtener otras funciones también derivables.

Aritmética de Derivadas y Regla de la Cadena

Teorema 4 Sean f,g : (a,b) — R dos funciones y ¢ € (a,b). Si f y g son derivables en c,
entonces:

(1) f+ g es derivable en c y (f +g)'(c) = f'(c) + ¢ (c).
(2) kf es derivable en c y (kf) (c) = kf'(c), donde k es un nimero real fijo.

(3) fyg es derivable en c y (fg)'(c) = f'(c)g(c) + f(e)d (c).

/
(4) Si g(c) # 0, entonces 1/g es derivable en c y (1) (c)
g

(5) Si g(c) # 0, entonces f/g es derivable en c y <§> (c) = f’(c)g((c;(;);;(c)g'(c)‘

Demostracién. Como la demostracién de cada inciso consiste en verificar la existencia de un limite
solo haremos la prueba de un par de incisos.



(1) Como fy g son derivables en ¢, entonces

£(@) = i LX) o S0 M ()
Asi,
F1e) + g(c) = lim fle+ h}i — f(e) + lim glc+ hlz — g(c)
_ i (f<c+h> —f(e) , gleth) —g(c))
h—0 h h
RS0 h
h—0 h ’
Por lo tanto, ,lfi% Urotes h;)L —/+9)(d) = f'(¢) + ¢'(c), es decir, f + g es derivable en ¢ y

(f+9)(c)=f'(c) +4'(c)

(3) Por el Teorema 3, tenemos que g es continua en ¢, asi que }llir% g(c+ h) = g(c). Luego,
—>

rieate) + '@ = (i =IO (g gie-t.)) + (1160 (i

(f(c+h})b— f(C)g(C+ h)> + lim <f(c)g(0+h})L —9(0)>
(f(c + h)g(c+h) — f(c)g(c+h) + f(c)g(c + h) — f(6)9(6)>

gle+h) —g(c)
)

h—0 h
e+ Mgle ) — F(E)o(o
h— h
h—0 h
Por lo tanto, }lllg(l) (f9)(e+ h})L — (J9)(c) = f'(c)g(c) + f(c)g'(c), esto es, fg es derivable en c y

(f9)(c) = f'(c)g(c) + f(c)g'(c)-

1
(5) Note que f = f - —, asi que, por los incisos (3) y (4), la funcién f es derivable en ¢ y
g

g
(Y o-(re
_ (;) (©)+ 10 (;)l@

Les sugerimos fuertemente que realicen las demostraciones de los incisos restantes. m
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Ejemplo 5 Demuestre, para cada n € N, que la funcion f(z) = z", es derivable en cada c € R y
que f'(c) = nc" L.

Solucién. En el Ejemplo 5 de la Clase 27 (con m = 1y b = 0) vimos que la funcién hy(z) = x es
derivable en cada ¢ € R y que h}(c) = 1. Ahora, si hy(z) = 22, tenemos que hy = hy - hy, luego, por
el inciso (3) del teorema anterior, ho es derivable en cada c € Ry

hy(c) = (h1 - h1)" (c) = hi(c) - hi(c) + hi(c) - Ri(c) =1-c+c-1=2c,

es decir, hb(c) = 2c.

Supongamos ahora, para n € N fijo, que la funcién h,(x) = " es derivable en cada ¢ € R y que
Rl (c) = nc" L.

Consideremos ahora la funcién hy,4q1(x) = 2. Note que hyy1 = hy - hy,. Como hy y hy, son
derivables en cada ¢ € R (base de induccién e hipétesis de induccién respectivamente) se tiene, por
el inciso (3) del teorema anterior, que h,1 es derivable en cada ¢ € R, ademés

n+1

ra1(c) = Ri(e) - hu(e) + hile) - hiy(c) =1-c"+c-nc" ' = (n+1)c"

Asi, por el principio de induccién matemadtica, para cualquier n € N, la funcién f(z) = z" es
derivable en cada c € Ry f/'(¢) =nc""!. m

Teorema 6 (Regla de la cadena) Sean f : (a,b) — R y g : (d,e) — R dos funciones tales
que f(a,b) C (d,e). Si f es derivable en c y g es derivable en f(c), entonces go f es derivable en c

Y

(9o f) (c) =g (f(e) f(0).
Demostracién. Usando el inciso (3) del Teorema 2, tenemos que existen funciones h : (a,b) — R
y j:(d,e) — R, continuas en ¢ y en f(c) respectivamente, tales que

f(z) = f(c) + h(z)(z — o), (1)
para cada = € (a,b), y
9(y) =g (f(c) +iy) (y = f(c), (2)
para cada y € (c,d). Se sigue, de (1) y (2), que

para cada x € (a,b).
Asi, si consideramos la funcién (j o f) h(c) : (a,b) — R, se tiene que (j o f)h(c) es continua
en ¢, pues f es continua en ¢, j lo es en f(c) y h(c) es una constante, ademas

(9o f)(x) = (g0 f)(c)+ (4o f)(@)h(e)(x—c).

Por lo tanto g o f es derivable en ¢, méas ain (como vimos en la demostracién del Teorema 2), se
tiene que

(gof)(e)=(iof)(e)h(c) =3 (f(c)) hlc) =g (f(c) f'(0),

con lo que concluimos nuestra demostracién. m



Ejemplo 7 Sean m,b € R yn € N fijos y h : R — R la funcidn dada por h(z) = (mx +b)".
Muestre que h es derivable en cada c € R y que

W (c) = nm (me+b)""t.

Solucién. Consideremos las funciones f,g : R — R dadas por f(z) = mx + by g(x) = 2". Note
que h =go f y como fy g son derivables en cada ¢ € R, por el Teorema 6, h es derivable en cada
c € R, mas aun,

H(c)= (g0 f) (c) =g (f(c) f'(c) = (n(me +b)"~") m = nm(me +b)" .



