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Clase 4

En esta ocasién introduciremos el concepto de walor absoluto de un nimero real y algunas
propiedades relacionadas a este.

Valor aboluto

Definicién 1 Para cada mimero mayor o igual que cero a, denotamos por v/a al tinico nimero
mayor o igual que cero cuyo cuadrado es a.

Sabemos que la expresion 0 < a se lee “cero es menor o igual que a” o bien “a es mayor o igual
que cero”, pero también se puede leer como “a es no negativo”. De manera similar a < 0 se puede
leer como “a es no positivo”.

Definicién 2 Sea a € R. Definimos el valor absoluto de a, denotado por |a|, como sigue

la] = a sia>0
|l —a sia<0.

Observacion 3 Consideremos a € R. Si a > 0, entonces |a| =a > 0 y si a < 0, entonces —a > 0,
de donde |a| = —a > 0. En cualquier caso, tenemos que |a| > 0, es decir, el valor absoluto de un
numero nunca es negativo. ;Puede ser cero? Si si, jcudndo lo es?

Ejemplo 4 Halle el valor absoluto de /3 — /7.

Solucién. Para hallar ‘\/?; — /7|, segtin la Definicién 2, debemos averiguar si v/3 — v/7 es mayor

o igual a cero o menor o igual que cero. Ahora, se tiene que V3 < VT (;cémo lo demostrarian?),

por lo que V3 — V7 < 0, as{ que nos encontramos en el “segundo caso”. Por lo tanto ‘\/g —V7 ) =
— <\[ - \f7> , es decir,
V3= VT| = VT Vs

[ |

Proposicién 5 Sean a,b € R con b > 0. Se tiene que |a| =b si y sélo sia=0b o a= —b.
Demostracién.

=| Supongamos que |a| = b. Si a > 0, entonces a = |a|. Luego, por hipétesis, a = b. Ahora, si
a < 0, se tiene que —a = |a| y de aqui, usando la hipétesis, que —a = b, es decir, a = —b. Asi, a = b
oa=—b.

<] Supongamos ahora que a = b 0o a = —b. Si a = b, entonces a > 0, pues b > 0, asi |a| = a, de
donde |a| = b. Si a = —b, entonces a < 0, pues b > 0, de donde |a| = —a. Como a = —b, entonces

—a="bydeaquiquela|=0. m

Ejemplo 6 Halle todos los niumeros x tales que |x — 7| = 12.



Solucién. Segin la Proposcion 5, tenemos dos posibilidades, x — 7 = 12 o bien x — 7 = —12. De

aqui quex =190z =-5. =
El valor absoluto de un niimero a se puede interpretar como la “distancia” del nimero a al 0,
por ejemplo, |5| = 5 mientras que | — 5| = 5, es decir la distancia de 5 a 0 es la misma distancia

que de —5 a 5. Ahora, una expresién como |a — b| se puede interpretar como la distancia de a a b
o bien de b a a. Asi, en el ejemplo anterior lo que queriamos era hallar todos los nimeros x cuya
distancia al 7 fuera 12.

Teorema 7 Sean a,b € R con b > 0. Se tiene que |a| < b siy sélo si —b < a <b.

Demostracién.

=] Supongamos que |a| < b. Si a > 0, entonces, por definicién de valor absoluto y la hipétesis,
tenemos que 0 < a = |a| < by de aqui que —b < 0 < a < b. Por lo tanto, —b < a < b. Ahora, si
a < 0, por definicién de valor absoluto y la hipétesis, tenemos que 0 < —a = |a| < by de aqui que
—b < a <0<b. En este caso también ocurre que —b < a < b.

<] Supongamos ahora que —b < a < b. Si a > 0, entonces |a| = a, de donde —b < |a| < b. En
particular |a| < b. Si a < 0, entonces |a| = —a y de aqui que —b < —|a| < b. Multiplicando esta
ultima desigualdad por (—1), tenemos que b > |a| > —b y de aqui que |a|] < b. En cualquier caso
la] <b. m

Ejemplo 8 Halle todos los nimeros x para los que se cumple que |x + 4| < 5.

Solucién. Por el Teorema anterior, resolver |z + 4| < 5 es equivalente a resolver —5 < z + 4 < 5.
Pero, sumando —4, tenemos que —9 < = < 1, es decir, los nimeros que satisfacen |z + 4| < 5 son
aquellos que satisfacen —9 < z < 1. Concluimos que los nimeros que pertenecen al intervalo [—9, 1]
son los que cumplen la desigualdad |z +4| < 5. =

Note que en el teorema anterior podemos cambiar < por < y obtenemos un resultado similar:

la| <bsiysélosi —b<a<b.

Entonces, si 6 > 0, escribir |z — ¢| < § es equivalente a escribir —6 < x — ¢ < 0 y esto es
equivalente a ¢ — 0 < x < ¢+ J. Asi, utilizando la notacién de intervalo, tenemos que |x —¢| < § es
equivalente a que x pertenezca al intervalo (¢ — 6,c+6). ;Y en términos de “distancia”? Ah, pues
lo que estarfamos diciendo es que todos los niimeros x que distan de ¢ menos que § pertenecen al
intervalo (¢ — 6, ¢+ 6). ;Tuvieron un déja vu?

Para concluir esta sesion enunciaremos, y demostraremos, una de las desigualdades més impor-
tantes en matematicas.

Teorema 9 (Desigualdad del Tridngulo) Sean a,b € R. Entonces,

|a+ 0] < |a] +[b].
Demostracién. Por definicién de valor absoluto tenemos que |a| = a o |a| = —a, es decir, sucede
que |a| = a o —|a|] = a. De aqui que
—lal <a <al. (1)
De la misma manera ocurre que
—[o] < b <1bl. (2)

Ahora, sumando (1) con (2), tenemos que
— (la] +b]) < a+b < (laf +[b]).

Luego, por el Teorema 7, concluimos que |a + b| < |a| + |b|. =



