Ultima actualizacién: 11 de marzo de 2021
Clase 6

En la sesion anterior estudiamos el principio de induccién matematica, en esta ocasion enun-
ciaremos un par de variantes de este principio, con sus respectivos ejemplos.

Variantes del Principio de Inducciéon Matematica

En la practica nos encontraremos con afirmaciones, sobre los niimeros naturales, que son ver-
daderas a partir de cierto nimero natural ng. Para demostrar que una afirmacién vale para todo
numero natural mayor o igual que ng debemos considerar la siguiente “modificacién” del principio
de induccién matematica:

Si para cada numero natural mayor o igual que ng se tiene una afirmacién P(n) y se sabe que:

(a) P(ng) es verdadera.

(b) Si P(n) es verdadera, entonces P(n + 1) tambien es verdadera.

Entonces concluimos que P(n) es verdadera para todo nimero natural n > nyg.

Ejemplo 1 Demuestre que para cada nimero natural n > 4, se cumple que
n+7<n’

Demostracién. Note que la afirmacién es para todo nimero natural n > 4, asi que nuestra base
de induccién es con n = 4. Es decir, debemos verificar que

447 < 42,

pero 11 < 16, asi que la afirmacién se cumple para n = 4.
Supongamos ahora que n + 7 < n? para un nimero natural n > 4 y mostremos que

(n+1)+7<(n+1)>~%
Por hipétesis de induccién, tenemos que
(n+1)+7=n+7)+1<n*+1. (1)
Ahora, como 0 < 2n para todo n € N, en particular si n > 4, entonces
nf+l<n?®+2n+1=(n+1)>% (2)

Se sigue, de (1) y (2), que
(n+1)+7<(n+1)~%

Asi, por el principio de induccién matemética, n + 7 < n? para todo nimero natural n > 4. m

Es muy comun pensar que la inducciéon matemética solo se usa para demostrar “férmulas”, pero
en el ejemplo anterior vimos que se puede usar para demostrar otro tipo de afirmaciones.

Imaginemos que para cada nimero natural n queremos definir un “objeto matemaético” a,. Es
seguro que podemos definir explicitamente los primeros “objetos”, pero mediante este proceso (uno
por uno) nunca acabarfamos. La inducciéon matemética nos permite dar definiciones precisas sin
definir “objeto” por “objeto”.



Definicion 2 Sea a € R. Definimos, para cada nimero natural n, la n-ésima potencia de a, deno-
tada por a™, como sigue:

(a) a* =a
(b) a" ! = a" - a, para cada n > 2.
Note que en el inciso (a) tenemos nuestra “base de induccién”, mientras que en el inciso (b)

se supone a” definida y se usa para definir "', he aqui la induccién matemética. Este tipo de
definiciones son llamadas definiciones recursivas o definiciones inductivas.

Otra variante del principio de induccién matemaética es la llamada induccién fuerte:
Supongamos que para cada nimero natural n se tiene una afirmacién P(n) y que ademés
podemos comprobar que:

(a) P(1) es verdadera.
(b) Si P(1),P(2),...,P(n) son verdaderas, entonces P(n + 1) es verdadera.
Entonces se concluye que P(n) es verdadera para todo nimero natural n.
Note que la diferencia entre la induccién matemdtica y la induccién fuerte es que en esta

ultima, en el inciso (b), se suponen verdareras desde P(1) hasta P(n) para demostrar que P(n+1)
es verdadera. Esto podria hacernos pensar que son distintas, pero de hecho son equivalentes.

Definicion 3 Definimos los nimeros de Fibonacci, Fy, Fo, F3, ..., como sigue:
(a) F1 = FQ = 1,
(b) F, = F,_1+ Fn_2, para cada nimero natural n > 3.

Ejemplo 4 Demuestre que para cada numero natural n se tiene que
F, < 2™

Solucién. Note que
Fi=1<2=2' y FK=1<4=2%

Con lo que verificamos nuestra base de induccién (jpor qué verificamos con n=1 y n=27).
Supongamos ahora que para el nimero natural n se tiene que

F, < 28, (3)
para todo k < n y demostremos que
Fpypp < 27t
Usando la definicién de los ntimeros de Fibonacci y (3), tenemos que
Fopn=F, +F, 1 <2t 271, (4)

Luego,
2n + 27171 — 2 . 277,71 + 271,71 — (2 + 1)27171 — 3 . 277,71 < 4 . 277,71 — 22 . 2“*1 — 2n+1. (5)

Asi, de (4) y (5), se tiene que
Foy < 2"

Por lo tanto, por el principio de induccién matematica fuerte, se tiene que
F, < 2",

para todo ntimero natural n. m



